Logaritmi. Ecuatii logaritmice

Logaritmi

Definitie. Fie aeR*t a=l si beR". doud numere reale. Se numeste logaritm al

numarului real strict pozitiv b exponentul la care trebuie ridicat numarul a, numit bazd, pentru
a obtine numarul b.

Logaritmul numarului 4 in baza a se noteaza log,b

Evident b=a"". Pentru a = 10 obtinem logaritmi zecimali (Igx), iar pentru a = e
obtinem logaritmi naturali (Inx).

Proprietati:
1. Identitatea logaritmica fundamentald ¢"°*” =5 unde @ >0, a # 1 si b> 0.
2. log,b=log,c < b=c, (b,c>0)
3. log.a=1,;
4. log,1 =0
5. log,a“ =c; loga%: log.b; logax™ = 2n log x | , x#0

6. logaT/_:ilogab, (b>0,meN,m=2);
m

7. log.b-logya = 1;

8. Formula de schimbare a bazei logaritmului: log, b = log, b

log.a

9. x>0 si y>0 = log,xy = log,x + log,y;
10.x>0 si y>0 = log,~ = log,x — log,y;
y

11.a>1 si xe(0,1) = logx <0; a>1 si x>1 = logx > 0;
12.0<a<1 s1 xe(0,1) = log,x > 0; 0<a<1 si x>1= log,x <0;
13.a>1 s1 0<x<y = log,x <log,y;

log, x log, x

log,y log,y’
15.x>0, a>0, a=l, neN = nlogx = log,x"

xlna

16.xeR, a>0,a#1 =>a' =e¢

14. x>0, y>0, a>0, b>0, a#1, b#1 =



Logaritmi. Ecuatii logaritmice — probleme bacalaureat

Ecuatii si inecuatii logaritmice fundamentale
1. log.xx =b,a>0, a#1, beR. Solutia: x = a’.
2. log,x > b, beR. Fie S multimea solutiilor. Avem:

a S
a>1 (a’, +o0)
0<a<l1 | (0,d)

3. log,x < b, beR. Fie § multimea solutiilor. Avem:
a S
a>1 0, a")

0<a<l (ab, +00)
4. Ecuatia log, f(x) =log, g(x) (a>0, a=# 1) este echivalenta cu

flx) =g(x), cuconditiile f{x)> 0, g(x)>0
5. Ecuatia logy) f{x) = log)) g(x) este echivalenta cu

Jx) = gx),

Conditii:

h(x) >0,

h(x)#1, =D domeniul de rezolvabilitate
Ax)>0, g(x)>0

Probleme propuse

Se considera functia f: (0,+0)—R, f(x) = log, x. Sa se calculeze f(1)+f(4)—f(2).
Sa se arate ca log; 24=1+3a , unde a = log; 2.

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia lg°x—4lgx+3=0 .

Se considera numarul a = log, 3 . Sa se arate ca log,18=2a+1.

Sa se rezolve ecuatia 2'°9* =4.
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logzg/; =1.
o N . . 2
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 1g"x—31gx+2=0 .

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (xz —X— 2) —log, (2x—4)=1.

S P AN R

Sa se arate ca log,14+log,3—log,6=log, 7.
. Sa se calculeze logzi— J-8.

o
— O

. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logs(3x+1)=1+logs(x—1).
. Si se calculeze logs18 ~ logs 2 :
logs3

. Sa se verifice ca log,5+log,12—log, 30=1.

[y
[\°]

[y
98]



Logaritmi. Ecuatii logaritmice — probleme bacalaureat

14. Si se arate ci numerele 1, log; 9 si 3/64 sunt termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice.

15. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log,vx+1=1.
16. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 1g(x+4)+Ig(2x+3)=1g(1—2x).

-3
17. Sa se calculeze (%j —logs 25.

18. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log; (x2 + 2x — 3) =1.
19. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 10g2x2 =2.

20. Sa se arate ca numarul 4 =log, % +log;, % +log;, g +..+ 10g3§ este natural.

21. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logZ(x2 —x— 2) =2.

22. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logy(x+2)—logy(x+1)=1.

23. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log; (2x+1) =2 .

24. Sa se calculeze logs3+logs10—loge 5.

25. Sa se determine domeniul maxim de definitie D al functiei D—R, f (x)=Ig(2x-3).

26. Sa se arate ca logy4+log;9< \/% )
27. Sa se calculeze logs 25 —log; 9.

28. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 +3x — 10) =3.

log, 8
29, Sa se arate ca numarul (%/5 ) > este natural.

30. Si se compare numerele 2> si log, 32.
31. Sa se calculeze log; 5+logs 6—log; 10 .

1 2 9
32. Saseverificecalg—+lg—+..+lg—=—1.
g2 g3 g10

33. Sa se calculeze log, 3 — logzg.

34. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (2x+3)=2.
35. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (10—x)=2.
36. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (2x+1)=1.
37. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (9—x” )=1.

-1
38. Sa se calculeze log, 4 + (%j -38.

39. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (3x—1)=log; (2x+1).
40. Sa se calculeze logs 10+logs 3—logs 6 .

41. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 + 4) =log, (x + 4) :
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Probleme rezolvate

1. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logs (3x +4)=2.
R. Conditii: 3x+4>0=3x> 4= x> —g = xe (_§’+Ooj =D, domeniul de rezolvabilitate.

Din definitia logaritmului obtinem:

2 :
3x+4:25:>3x:32—4:>3x:28:>x:?86D, solutie.

2. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x + 2) + log, x = 3.

x+2>0
R. Conditii: { 0 = x €(0,+x) = D . Aplicand proprietatile logaritmilor:
x>

log, A+log, B=log,(A4-B) se obtine: log, x( x +2) = 3 si din definitia logaritmului avem:

x(x+2)=2" = x*+2x-8=0 cu solutiile x,=2 si x,=—4. Solutia ecuatiei este x=2€D.

3. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x +2) —log, (x —5)=3.
x+2>0 x>-2
= = D =(5,+).
x=5>0
Aplicand proprietatile logaritmului ecuatia va fi:
x+ 2 x+ 2
=3=
x—35 x—35

R. Conditii: {
x>5

log, =2 =>x+2=8(x-5)=>x+2=8x-40=>Tx=42=>x=6¢€D.

9 . : . - N 3 . :
4. Sa se determine valorile reale pozitive ale numarului x, stiind ca lg\/; > si lg x sunt trei

termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
R. Verificam proprietatea de medie aritmetica:

3_lextlex o o s[5

5 5 () =x=(10°) =x=10*=100.

5. Sa se calculeze log; 27 — log, 8 .
R. Din definitia logaritmului avem log; 27 = 3 si log, 8§ =3=1log; 27 —log, 8§ =3 -3 =0.

: 1
6. Sa se verifice ca log,9 —log, 8 = log4Z.

R. log,9—log,8=2-3=~1 s1 log4%=10g441 =-1.



Logaritmi. Ecuatii logaritmice — probleme bacalaureat
7. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei logs(x* —2x) =logs(2x—3) .

2_
R. Conditii: {* ~ 279,
2x-3>0
x2—2x=0,x1=0,x2=2,
X ‘—oo 0 2 +o0
X =2x |[+++++ 0———— 0++++++

SIZ(_OO,O)U(z,-i-OO)
2x-3>0=2x>3= x> %, Szz(%ﬁooj.

Domeniul de rezolvabilitate D =5, NS, = (2,+»).

Rezolvare: din injectivitatea functiei logaritmice avem x° —2x =2x—3=x"—4x+3=0cu
solutiile x;=1 si x,=3. Solutia ecuatiei este x = 4 care apartine lui D.

8. Stiind cd log; 2 = a, sd se verifice daca log,8 + log,100 —log,25=15a .
log,8 + log,100 — log,25=log, 2’ +log,10*-log, 5*=3log, 2+2log, (2 - 5)-2log, 5=

R.
=3at+2log,?2 ﬁleg3/5 }9&/5 = 3at+2a=5a.

9. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei logy(x* —4x+4) =2.

R. Conditii x* —4x+4 >0 = (x —2)*>0 = x #2 5i D= R\{2}.

Rezolvare: x> —4x+4 =3> = x> ~4x-5=0cu solutiile x; =—1 si x, = 5 care sunt solutiile
ecuatiei.

10. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x + 5) = 3.
R. Conditiax +5>0 = x>—5 = xe(—5, +). Rezolvare: x + 5=2° = x + 5=8 = x =3.

11. Sa se calculeze 2log; 4 — 4log; 2 .
R. 2log; 4 — 4log; 2 = logs 4° — logs 2* =log; 16 — log; 16 =0.

12. Sa se calculeze log,3 + logzé.

R. 10g23+10g2%:10g2(3%j:10g21:O.

13. Sa se calculeze logs 24 — logs 4 .
R. log,24 — log,4 = 10};627?1 =log,6=1.
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14. Sa se calculeze log; 6 + log; 2 —log; 4 .
R. log, 6 + log, 2 -log, 4 =10g3%=10g33 =1.

15. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log,(x—3)=0 .
R. Conditia x—3 >0 = x>3. Rezolvare: x—3 =2° = x = 4, solutie.

16. Sa se calculeze 1g 20 +1g3 —1g 6 .

R. 1g20 + 1g3 — lg6zlg%:lg10:1.

17. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (x* —1)=1.
R. Conditia x* =1 > 0 =x e(—=,—1)u(1,+=). Rezolvare: x* —1=3"' =x’ =4 =x,, =£2 si
S={-2,2}.



Logaritmi -exercitii rezolvate

1) Sa se calculeze:
2log, 4\/§+%logﬁ 25—log?~/5-2=

> 1 1 1

1 1 ’ 1
=2-—+log 5—|—log.5| —2=—+log .|\5] ——=2=-42-=-—2=—.
4" %8s (2 gsj 2 gﬁ( ) 4 2 4

4
2) Stiind ca log, 5=a,log,3 =5 si se calculeze:

log, 75 =log,(25-3) =log, 25 +log,3=2- : : 2

_ 2a+b
3
3) Stiind ca log, 5S=a,log,3 =5 sa se calculeze:

2 1
:glog2 5+§10g2 3

2 1

+ =
log,15 log,15
I R D S S .
log,3+log,5 log,3+log,5 b+a | log,5 a+b
log, 3

log, 12 =log,, 2*-3=2log,2+log, 3=

4) Sa se calculeze :

’ 1
log,| log, loglL =log,| log, logl(l) =log,(log, 9) =log, 2 =log, 4*
5 512 S\ 2

2
5) Sa se calculeze : log, (log5 3o V25 ): logz(log5 53 j =log, % =1.
3 3 3

3 3

6) Sa se calculeze :

logl[logJg (log, 729)]= logl[log@ (log3 36)]: logl[logﬁ 6]: log, % =1.
2 2 2 2

7) Sa se arate ca urmatoarea expresie este independenta de x:
lg x

e log, x* +log, x* log,x’ log,x Ig5 lg4

log, X’ +log, x* log,x* log,x lgx 1g5
lg4

8) Demonstrati egalitatea: log, 2-log, 3-log, 4-log, 5-log, 6-log, 7 :%

g2 1g3 Ig4 1g5 g6 Ig7 1g2 g2
g3 Ig4 1g5 1g6 1g7 1g8 1g8 31g2 3

+ = +
log,8 log,8 3log.2 3log,2



9) Folosind regulile de calcul cu logaritmi, s se scrie intr-o forma mai simpla:

log,35+1og, 9—-log, 45 =1og, % =log, 7=1.

10) Folosind regulile de calcul cu logaritmi, sa se scrie intr-o forma mai simpla:

E=10g133\/@+10g13 V4+4/3 +log,, V3+5+43 +log,, V3-+/5+43 .

E =10g, V169 +log, (443 344543 -3 -+/543) =
2 1
~ log,, V169 + log,, (V4 + 3 -4 —3) = log,, V169 + log,, +/13 = log (13" -13?) =

6

11) Rezultatul calculului log,(Ig10*) —log, 384 + log, 3 —log, 4/94/243 este
5

41 7 5
a)12 )12 2 ) 3

11 -11

E =log,4-1log, 2" -3+log,3—log, 3> =2+log, 2" —logl(é)12 :2+%—710g82:
3 3

3

1
35 35 7 7

12 log,8 12 3 12

Deci, varianta corecta este b).



Trigonometrie — probleme rezolvate

= 1. Se consider triunghiul ABC cu AB =4, AC =7 si BC = /3 . Si se calculeze misura

unghiului B.
© R. Din teorema cosinusului: 4C° = AB* + BC> —2AB- AC-cos B se obtine:
AB* + BC* - AC? 16+3-7 ¥ 3 33 B
cosB = = cosB= = - = _
2A4B-BC 243 £33 23 23 2
= m(&B) =30°.
= 2. Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AC =2, m(«<BAC)=30°siAB=4.
AC-AB-sind . . . -4 -sin30’ 1
D ROA e = ¢ 5 o siobtinem 4, ,,. = z ;n30 :43:2.
= 3. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind ca AB=AC=2 , m(«A4) = 30°.
. . 0
o R g AB-AC-sind_ o Z-2.sin30" _, 1 _
2 YA 2

= 4, Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC , stiind ca AB =3 si m(« C) =
30°.

<2 R. Teorema sinusurilor .a = .b = .C = 2R, unde R este raza cercului circumscris
sind sinB sinC
: o . B 1
triunghiului 4ABC. Obtinem: —— =2R = — 3 s=2R=2R-—=3= R=3.
sinC sin30 2

= 5. Se considera triunghiul ABC cu AB=1, AC =2 si BC =/5. Si se calculeze cos B.
<2 R. Din teorema cosinusului se obtine

AB? + AC* - BC? 1+4-5
cosB = = cosB = —
AB-AC

0= m(<«B)=90".

< 6. Sa se calculeze sin’130° + cos® 50° .
“ R. sin*130° = sin*(180° — 50°) = sin” 50° si sin”50° + cos® 50° = 1.

= 7. Se considera triunghiul ABC, avand aria egala cu 15. Sa se calculeze sin 4 , stiind ca AB =
6si AC=10.

. -AC -sin 4 -10-sin 4
% R. Din SAABC:AB C-sin :>6 0-sin

2

=15=60-sin4A=30=sinA4 =

1
2

O\|w
oo

= 8. Fie triunghiul dreptunghic ABC si D mijlocul ipotenuzei BC. Sa se calculeze lungimea
laturii AB, stiind ca AC =6 s1 AD = 5.
2 R.  AD este mediana intr-un triunghi dreptunghic si este jumatate
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B din ipotenuza = BC =24D = BC=10.
Teorema lui Pitagora: BC* = AC* + AB* = AB*=BC* - AC* =
D AB=8

= 9, Se considera triunghiul ABC cu AB =5, AC =6 s1 BC =7. Sa se calculeze cos A.

“ R. Din teorema cosinusului: BC> = AB* + AC> =2 AB-AC"- cosA obtinem
AB® + AC* - BC? 546" -7 25+36-49 12
cos A= = Cc0sA= = -
2-4AB- AC 2-5-6 2-5-6 12-5

1
-

= 10. Sa se calculeze aria unui paralelogram ABCD, stiind ca AB =3, AD =3 si
m(<« BAD)=120" .

“ R, < 5 Aria paralelogramului este 2* Shzp.
0. \3
£ AB-AD-sin 4 3-3.sin120° 77 ) 93
A Snabd = 5 = Spiba = ) = 2 = 4
g, 93 93
s ABCD 4 2
= 11. Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind ca BC = 8 si

m( <« A)=45" .
<2 R. Din teorema sinusurilor:

BC g8 -=2R=R= 5__8 =8\/§=4\/§.

sin 4 sin45 7 N2 V22

= 12. Se considera triunghiul ABC de arie egala cu 6, cu AB =3 s1 BC = 8. Sa se calculeze
sinB.
“ R.Din 8,50 = AB'Bg’SmB =3 8smB

:>sinB:1—:>sinB:—.
24 2

< . . . 4 . - . . .
= 13. Sa se calculeze cos x , stiind ca sinx = 3 si x este masura unui unghi ascutit.

<2 R. Din formula fundamentald a trigonometriei avem:
: 16 9 3

cos’x=1-sin*x=cos’x=1—-—=— = cosx=—.
25 25 5

= 14. Si se calculeze perimetrul triunghiului 4BC stiind c¢i AB =2, BC = 4 si m(<« B)=60".
< R. Din teorema cosinusului avem:
AC? = AB*+ BC* —-2AB-BC-cosB= AC* =27 +4>-2-2-4-cos60° =
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AC? =4+16—16-%=20—8=12:>AC=x/E=2\/§ si perimetrul este

P=AB+BC+AC = P=2+4+23=6+23.
= 15. Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC, stiind cd AB =15, AC =4 si m(«A4) = 60" .
© R. Din teorema cosinusului in AABC = BC?> = AB* + AC* —2AB- AC -cos B

:>BC2:25+16—2.5.4.c05600:41—40%:21:3(7:\/5 si

Py =AB+AC+BC = P, =5+4+\21=9++/21.

= 16. Triunghiul ABC are AB =3, AC =4 51 BC = 5. Sa se calculeze lungimea inaltimii duse
din varful 4.
“ R.DinAB=3,AC=4si BC=5 = BC*=AB* + AC" si triunghiul este dreptunghic.
Notdm AD indltimea dusd din varful 4. Atunci:

SAABC=AB'AC=BCAD:AB-AC:BC-AD:AD:AB'AC:ADzﬁ—E,
2 2 BC 5 5

=) 17. Sa se calculeze sin135°.
© R. sin135° = sin(180° — 45°) = 5in45° = g

= 18. Raza cercului circumscris triunghiului ABC este %, iar BC =3 . Sa se calculeze sin 4 .

.C =2R= .3
sin 4 sin A

) ) ) 3 )
<2 R. Din teorema sinusurilor avem: =2.-—=sinAd=1.

= 19. Si se calculeze cos® 45° + sin® 135°.
“ R. sin” 135° = sin®(180° — 45°) = sin” 45° si
cos” 45° + sin® 135° = cos® 45° + sin” 45 = 1 dupi formula trigonometrica fundamentala.

= 20. Sa se determine numarul real x pentru care x, x+7 si x +8 sunt lungimile laturilor unui
triunghi dreptunghic.
© R. Triunghiul dreptunghic verifici teorema lui Pitagora: (x+8)* =x? +(x+7)* =
x2 +16x+64 = x% + x? +14x+49 = x> —2x—15=0 cu solutiile x, = 5 si x, = — 3 . Fiind
lungimea unei laturi x = 5.

= 21. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind ca AB=6 , AC =8 s1i BC =10.
“ R.Din 10°=6"+ 8> = BC*=AB*+ AC* = AABC dreptunghic =
AB- AC 6-8 24

SAABC :Tj SAABC :T
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= 22. In triunghiul ABC misura unghiului C este egali cu 60° , AB =4 si BC =2. Si se
calculeze sin 4 .

BC AB 2
= :> =
sin4 sinC sind sin60°

<2 R. Din teorema sinusurilor avem:

= 23. Sa se calculeze sin120°.

J3

“ R. sin120° = sin(180° —=60") = sin60° = -

= 24, Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind cd 4B = V3, AC =3 si masura unghiului 4
este egala cu 120° .
V3
BT

AB-AC -sin 4
T, TSweTT Ty

o R. SAABC

= 25. Sa se calculeze sin170° — sin10°.
“ R. sin170° — sin10° = sin(180° — 10°) — sin10° = sin10° — sin10° = 0.

= 26. Sa se calculeze cos30° + cos60° + cos120° + cos150° .
“ R. c0s30° + c0s60° + cos120° + cos150°= cos30° + cos60° + cos(180" —120°) +
+cos(180° —150°)= c0s30° + c0s60° — cos60” — cos30° = 0.

= 27. 5S4 se calculeze aria triunghiului MNP daca MN=6, NP=4 si m(<<MNP)=30°.

6-4'1

_MN-NP-sinN _ 2 ¢

“ R. S =
AMNP 5 5

= 28. Se calculeze sin 60° — cos30°.
“ R. sin 60° — c0s30° = sin 60° — sin(90°-30%) = sin 60° — sin 60° = 0.

= 29, Si se calculeze (cos150%+c0s30°)(sin120%—sin 60°).
© R. Din cos150°= cos(180°—150%)= —c0s30° si sin120°=sin(180°—120%)=sin60° =
(c0s150%+¢0s30%)(sin120°—sin 60° )=(—cos30"+c0s30°)(sin60°—sin60°)=0.

= 30. Si se calculeze sin30°—cos45%+sin 60° .

1_\/§+\/§:1—\/§+\/§‘

“ R. sin30° — cos45° + sin 60° = —
2 2 2 2




Trigonometrie — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

= 1. Se consideri triunghiul ABC cu AB =4, AC =7 si BC = /3 . Si se calculeze misura

unghiului B.
© R. Din teorema cosinusului: A4C° = AB* + BC* —2AB- AC -cos B se obtine:
AB* + BC* - AC? 16+3-7 ¥ 3 353 B
cos B = = cosB = = - = _
2A4B-BC 243 £A3 23 23 2
= m(&B) =30°.
= 2. Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AC =2, m(«<BAC)=30°siAB=4.
AC-AB-sind . . . -4 -sin30’ 1
D ROA e = ¢ 5 o siobtinem 4, ,,. = z ;n30 :43:2.
= 3. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind cd AB=AC=2 , m(«A4) = 30°.
. . 0
o R g AB-AC-sind_ o Z-2.sin30" _, 1
2 7 2

= 4, Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC , stiind ca AB =3 si m(« C) =
30°.

2 R. Teorema sinusurilor .a = .b = .C = 2R, unde R este raza cercului circumscris
sind sinB sinC
: L . B 1
triunghiului 4ABC. Obtinem: —— =2R = — 3 s=2R=2R-—=3= R=3.
sinC sin30 2

= 5. Se considera triunghiul ABC cu AB=1, AC =2 si BC =/5. Si se calculeze cos B.
<2 R. Din teorema cosinusului se obtine

AB? + AC* - BC? 1+4-5
cosB = = cosB = —
AB- AC

0= m(<«B)=90".

< 6. Sa se calculeze sin’130° + cos® 50° .
“ R. sin*130° = sin*(180° — 50°) = sin” 50° si sin”50° + cos® 50° = 1.

= 7. Se considera triunghiul ABC, avand aria egala cu 15. Sa se calculeze sin 4 , stiind ca AB =
6si AC=10.

“ R. Din SAABC _ AB-AC-sin 4 - 6-10-sin A4

2

=15=60-sin4A=30=sinA4 =

1
2

O\|w
SO

= 8. Fie triunghiul dreptunghic ABC si D mijlocul ipotenuzei BC. Sa se calculeze lungimea
laturii AB, stiind ca AC =6 s1 AD = 5.
2 R.  AD este mediana intr-un triunghi dreptunghic si este jumatate
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B din ipotenuza = BC =24D = BC=10.
Teorema lui Pitagora: BC* = AC* + AB* = AB*=BC* - AC* =
D AB=8

= 9, Se considera triunghiul ABC cu AB =5, AC =6 s1 BC =7. Sa se calculeze cos A.

© R. Din teorema cosinusului: BC> = AB* + AC> =2 AB-AC" cosA obtinem
AB® + AC* - BC? 546" -7 25+36-49 12
cos A= = Cc0sA= = -
2-4AB- AC 2-5-6 2-5-6 12-5

1
-

= 10. Sa se calculeze aria unui paralelogram ABCD, stiind ca AB =3, AD =3 si
m(<« BAD)=120" .

< R. < 5 Aria paralelogramului este 2* Shzp.
0. \3
£ AB-AD-sin 4 3-3.sin120° 77 ) 943
A Snabd = 5 = Spiba = > = 2 = 4
SNERIENE]
$ Sapen =2 ==
= 11. Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind ca BC = 8 si

m( <« A)=45" .
<2 R. Din teorema sinusurilor:

BC g8 -=2R=R= 5 __8 =8\/§=4\/§.

sin 4 sin45 7 N2 V22

= 12. Se considera triunghiul ABC de arie egala cu 6, cu AB =3 s1 BC = 8. Sa se calculeze
sinB.
“ R.Din 8,50 = AB'Bg’SmB =3 8smB

:>sinB:1—:>sinB:—.
24 2

< .. . . 4 . - . . .
= 13. Sa se calculeze cos x , stiind ca sinx = 3 si x este masura unui unghi ascutit.

<2 R. Din formula fundamentald a trigonometriei avem:
: 16 9 3

cos’x=1-sin*x=cos’x=1-—=— = cosx=—.
25 25 5

= 14. Si se calculeze perimetrul triunghiului 4BC stiind c¢a AB =2, BC = 4 si m(<« B)=60".
< R. Din teorema cosinusului avem:
AC? = AB*+ BC* -2AB-BC-cosB= AC* =27 +4>-2-2-4-cos60° =
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AC? =4+16—16-%=20—8=12:>AC=x/E=2\/§ si perimetrul este

P=AB+BC+AC = P=2+4+2/3=6+2./3.
= 15. Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC, stiind cd AB =15, AC =4 si m(<A) = 60" .
9 R. Din teorema cosinusului in AABC = BC?> = AB*+ AC*-2AB- AC -cosB

:>BC2:25+16—2.5.4.c05600:41—40%:21:3(7:\/5 si

Py =AB+AC+BC = P, ,.=5+4+\21=9++/21.

= 16. Triunghiul ABC are AB =3, AC =4 51 BC = 5. Sa se calculeze lungimea inaltimii duse
din varful 4.
“ R.DinAB=3,AC=4si BC=5 = BC*=AB*+ AC" si triunghiul este dreptunghic.
Notdm AD indltimea dusd din varful 4. Atunci:

SAABC=AB'AC=BCAD:AB-AC:BC-AD:AD:AB'AC:ADzﬁ—E,
2 2 BC 5 5

=) 17. Sa se calculeze sin135°.
© R. sin135° = sin(180° — 45°) = 5in45° = g

= 18. Raza cercului circumscris triunghiului ABC este %, iar BC =3 . Sa se calculeze sin 4 .

.C =2R= .3
sin 4 sin A

) ) ) 3 )
<2 R. Din teorema sinusurilor avem: =2.-—=sinAd=1.

= 19. Si se calculeze cos® 45° + sin® 135°.
“ R. sin” 135" = sin®(180° — 45%) = sin” 45° si
cos” 45° + sin® 135° = cos® 45° + sin” 45 = 1 dupa formula trigonometrica fundamentala.

= 20. Sa se determine numarul real x pentru care x, x+7 si x +8 sunt lungimile laturilor unui
triunghi dreptunghic.
© R. Triunghiul dreptunghic verifici teorema lui Pitagora: (x+8)* =x? +(x+7)* =
x2 +16x+64 = x% + x? +14x+49 = x> —2x—15=0 cu solutiile x, = 5 si x, = — 3 . Fiind
lungimea unei laturi x = 5.

=) 21. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind cda AB=6 , AC =8 s1i BC =10
“ R.Din 10°=6"+ 8> = BC*=AB*+ AC* = AABC dreptunghic =
AB- AC 6-8 oy

SAABC :Tj SAABC :T
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= 22, In triunghiul 4BC masura unghiului C este egald cu 60° , AB =4 s1 BC=2. Sa se
calculeze sin 4 .

BC AB 2
= :> =
sin4 sinC sind sin60°

<2 R. Din teorema sinusurilor avem:

= 23. Sa se calculeze sin120°.

J3

“ R. sin120° = sin(180° —60) = sin60° = -

= 24. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind cd 4B = V3, AC =3 si masura unghiului 4
este egala cu 120° .
3
3 \/g ° 3 * 7 _ 9

AB- AC -sin 4
T, TSweTT Ty

o R. SAABC

= 25, Sa se calculeze sin170° — sin10°.
“ R. sin170° — sin10° = sin(180° — 10°) — sin10° = sin10° — sin10° = 0.

= 26. Sa se calculeze cos30° + cos60° + cos120° + cos150° .
© R. c0s30° + c0s60° + cos120° + cos150°= cos30° + cos60° + cos(180" —120°) +
+cos(180° —150°)= c0s30° + c0s60° — cos60” — cos30° = 0.

= 27. Sa se calculeze aria triunghiului MNP daca MN=6, NP=4 si m(<<MNP)=30°.

6-4'1

_MN-NP-sinN _ 2 ¢

“ R. S =
AMNP 5 5

= 28. Se calculeze sin 60° — cos30°.
“ R. sin 60° — c0s30° = sin 60° — sin(90°-30%) = sin 60° — sin 60° = 0.

= 29, Si se calculeze (cos150%+c0s30°)(sin120%—sin 60°).
“ R. Din co0s150°= cos(180°—150%)= —co0s30° si sin120°=sin(180°—120%)=sin60° =
(c0s150%+¢0s30°%)(sin120°—sin 60° )=(—cos30%+c0s30°)(sin60°—sin60°)=0.

= 30. Si se calculeze sin30°—cos45%+sin 60° .

1_\/§+\/§:1—\/§+\/§‘

“ R. sin30° — cos45° +sin 60° = —
2 2 2 2




Vectori — probleme rezolvate

Probleme propuse

1.

10.

11.

12.

13.

Fie punctele 4(2,—1) s1 B(—1,3) . Sa se determine numerele reale a si b astfel incat
AB=ai+ b}' :

In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(4,—8) si B(6,3). Si se determine
coordonatele vectorului OA + OB.

Sa se determine numarul real a stiind cd vectorii @ = 2i +aj i V=37 +(a—2) sunt
coliniari.

In reperul cartezian (0,?,]‘) se considerd vectorii ii = —3i + 2jsi v= 5i —j .S se

determine coordonatele vectorului 5u + 3v.
Sa se determine coordonatele punctului B, stiind ci A(3,4) si AB=1 + J .

Se considerid vectorii v = 37 + 4/ siii = 2i — 3/ . Si se determine coordonatele
vectorului w= 2v — 3u.

Sa se calculeze AB + BC + CA, stiind ¢i A,B si C sunt varfurile unui triunghi.

Se considera triunghiul echilateral ABC inscris intr-un cerc de centru O. Sa se arate ca
OA+0OB+0C=0.

in reperul cartezian xOy se considera vectorii OA(2,-3)si OB(1,~2). Si se determine

numerele reale a si f pentru care vectorul 304 - 50B are coordonatele (a ,p).

Dacd AB+ 2CB =0, sa se determine valoarea raportului ;—g

in reperul cartezian xOy se considera vectorii OA(2,~1)si OB(1,2). Sa se determine

coordonatele vectorului OM , unde M este mijlocul segmentului AB .

Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc de centru O. Sa se calculeze
AB+ AC-340.

Si se determine numdrul real m pentru care vectorii ¥ = 2i + 3] si W=—i +mj sunt
coliniari.
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Rezolvare:

1. Vectorul determinat de doud puncte 4(x,,»,)si B(x,,»,) este 4B =(x, —x,)i+ (v, —»,) j §i
se obtine 4B =(-1-2)i+(3—(-1))j=-3i+4,. Atunci a=- 3 5i b=4.

2. OA=4i -8j,0B=6i +3] siobtinem OA+OB=(4+6)i +(-8+3)j=10i -5J .
Coordonatele vectorului OA4 + OB sunt (10, -5).
3. Doi vectori ii = x,i +y,] iV =x,i +y,/ sunt coliniari dacd Son Obtinem:
X W

-9 34=2a4-4=a=—4.
a—?2

2
3

4. 5i+ 39 =5(-37 + 2)+3(57 - ] )= ST +10] 457 -37=7] .

wn

. Punctul B(x,y) si Ez(x—3)f+(y—4)j. Atuncix—3=1s1y—4=1 se obtine
x=4siy=>51ar B(4,5).

6. w=2v- 3i=2(3 +47)-3(21 -3] )= 67 +8] 67 +9]=17].

7. AB+BC =AC dupa regula tr1ungh1u1u1 iar AC =—CA si atunci
AB+BC+CA=AC+CA=-CA+CA=0.

[OA] = [OB] = [OC] raza cercului circumscris

OA+ OB = OD , regula paralelogramului

AOBD este romb si AAOD este echilateral, atunci
[04]=[OD]

— 0D =-0C.

Avem OA+OB+0C=0D+0C=-0C+0C=0.

9. 04=2i-3j §i OB=i-2j,iar 304- 50B =3(2i —3j)-5(i —2j)=6i -9 -5 +10j =i +5]
siatuncia =11 f=5.

10.Din AB+ 2CB=0= AB=-2CB=> AB = 2Bc:>;—i=2
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11.Din M mijlocul segmentului AB =

X, +x 3 . + 1 3 1) . ==(31
= = i = s = (s 0[5 )

12.
E+%=EsiABDCromb = AD = 2AEF si
AOz%AE:AE:%AO, atunci AD =340 =
AD-340=0= AB+ AC -340=0.
2
13. —=—=2m=-3=>m=——
-1 m
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Analiza combinatorica

L

1. “<' Permutari
Definitia 1. O multime Impreuna cu o ordine bine determinatad de dispunere a elementelor sale

este o multime ordonatd si se notaza (ajay, ...,a,).

Definitia 2. Se numesc permutari ale unei multimi 4 cu n elemente toate multimile ordonate care
se pot forma cu cele n elemente. Numarul permutarilora n elemente, neN*, este P,=1-2-3-....-n = n!; 0/
= 1 (prin definitie).

| (n+1)!

Factorial (proprietati): n! = (n— 1)!n;
n+1

fj

2. =X Aranjamente

Definitia 1. Se numesc aranjamente a n elemente luate cite m (m<n) ale unei multimi 4 cu » elemente,
toate submultimile ordonate cu cate m elemente care se pot forma din cele n elemente ale multimii 4. Se
L

noteazd A, .
Numarul aranjamentelor a n elemente luate cate m este:

A" =nn—1)—m+ )= — o,
(n—m)!

o n! -
Proprietati: A, = P,; A4y = M Al=nly A7 =4l 4 =1,

3. ““'Combinari
Definitia.1. Se numesc combinari a n elemente luate cate m (m<n) ale unei multimi 4 cu n elemente toate

submultimile cu cate m elemente, care se pot forma din cele n elemente ale multimii 4. Se noteaza C"

Proprietati:

. Cl=mc'=C%=c=1;2.C"=C""™, 3. C"=C",+C"7;

4. Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este2”;

5. cr=crtecm e oo

n!

6. —————=Cchch

n—p

) unde p; + ... pp <n
p'p!..p,!

Cor—(py+ et Py

4. “<'Binomul lui Newton
_ 0. n 1 _n-1 k _n—k _k n_n
(x+ta)'=Cyx"+Cyx" a+..+Cyx" " "a" +..+Cya
(x—a)'= Cox" —C,ix"_la+...+(—1)kC,]fx"_kak +..+(=1)"C)a" unde neN.

@ Proprietati:

1. Termenul de rank k+1 este Tji = (-1) Ckx”k k
kil _Nn—k k. ksl _n—k i

2. C —0C0,;; C = C;
T

3. Tinn= n—k a Tir1 sau Tiip = _n_—k.ngH;

k+1 x k+1 x
4. Numarul termenilor dezvoltarii (x + a)" este n+1;
5. Coeficientii termenilor egal departati de extremi sunt egali.
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3% Relatu importante:
el +cr=2mcY-cl + . (-1 C =0;
vty =2l v+ =2,
O3y = (G +(Cp)* +..+(C)
X Dezvoltarl partlculare uzuale:
1. (a£b)*=a”+2ab+b%
. (a+tb+e)l=a*+ b+ +2ab+ be + ac);
. (a+ b)Y =d+3d°h+3ab> + b

(a—b)’ =da’ —3d®b + 3ab* - b’;

(a+b+c)y=a’+b+ +3(d°b+ a’c+ b*a+ bPc + *a+ *b) + 6abc;
. (a+ b)Y =d"+4d’b+ 64°b* + 4ab® + b

180

5. “<'Suma puterilor asemenea ale primelor » numere naturale

Daci S, =17 +2P +3P 4+ +n?, peN, atunci avem:
nn+l) o  nm+1)2n+1). n(n+1 2
S = ;8 = ;83 =
2 6 2
n(n+1)(6n +9n? +n-1) n (n+1) (2n +2n-1)
S4 = S5 =

30 12
O relatie care permite calculul lui S, cand se cunosc Sp.1, Sp-2,..., S1 este formula lui Pascal:

(mraf™! =1+ CpySpy + CpaSpoy +.+CH S+

6. Probabilitate
Definitie. Pobabilitatea unui eveniment este egald cu raportul dintre numarul cazurilor egal posibile care
realizeaza evenimentul si numarul cazurilor egal posibile.
Asadar, vom spune cd probabilitatea evenimentului A este egald cu raportul dintre numarul m al
cazurilor favorabile realizarii evenimentului A si numarul z al cazurilor egal posibile. Vom scrie
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Probleme propuse
1. Si se calculeze C; +3!.

2. Se considera toate numerele naturale de trei cifre scrise cu elemente din multimea {1,2}.

Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un astfel de numar, acesta sa fie divizibil cu 3.

3. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea {%/I ,%/5 ,3/5 ,...,@ } ,

acesta sa fie numar rational.
4. Dupa o reducere cu 20 %, pretul unui produs este 320 de lei. Sa se determine pretul
produsului inainte de reducere.

5. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din multimea

A= { \/5, \/5, \/Z,..., \/E},acesta sa fie rational.

6. Sase calculeze 4; +C;.

7. O suma de 1000 de lei a fost depusa la o banca si dupa un an s-a obtinut o dobanda de 80

de lei. Sa se calculeze rata dobanzii.
8. Si se compare numerele a=C;, +C, sib=C; +C; +C; +C,.
9. Sise calculeze Cs + A5 .

10.S3 se rezolve ecuatia C’ =28, ne N ,n>2.

11.S3a se determine numarul tuturor submultimilor de 2 elemente care se pot forma cu
elemente din multimea {1, 2,3, 4,5}.

12.84 se efectueze A4, —2C; .

13.S3 se determine numarul submultimilor cu doud elemente ale multimii {1,2,3,4}.

14.S3 se calculeze C, —C;.

15.S4 se determine numdrul natural 7, n >1 stiind cd 4, + C, =10.

16.54 se calculeze probabilitatea ca, alegand un element al multimii {0,1,2,3,4,5}, acesta sa

verifice inegalitatea n!< 50.

17.S4a se determine numarul natural n, n > 5 , stiind ca
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18.Sa se determine cate numere naturale de cate trei cifre distincte se pot forma cu

elementele multimii {1,2,3,4}.
19.Sa se determine cate numere de doua cifre se pot forma cu elementele multimii {1,2,3,4}.
20.S4 se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un numar natural de doua cifre, acesta sa fie

patrat perfect.

21.S4 se rezolve ecuatia C') =2, unde neN .

22.S4 se calculeze C, —C, +C; —C, +C; .

23.S4 se calculeze probabilitatea ca, alegnd unul dintre numerele C;,C: si C,, acesta si fie
divizibil cu 3.

24.Sa se calculeze C; — 4; +6.

25.54 se calculeze probabilitatea ca, alegand un element » din multimea {1, 2, 3, 4, 5},

o . . . 2
acesta sa verifice inegalitatea n” <2".
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Rezolvare
31 1.2:3
212-1)1 1-2-1

1. Dupa formula combinarilor C! = __ " se obtine: C; =
k!(n—k)! ’
31=1.2-3=6. Atunci C; +3!=3+6=9.

3, - numérul cazurilor favorabile \p ol obtinute sunt 111, 112, 121, 122, 211, 221,
numarul cazurilor posibile

222, 212; numarul cazurilor posibile este 8. Numerele divizibile cu 3 sunt 111, 222;

31

cazuri favorabile sunt 2. p = i % :
3. Pentru a fi numar rational trebuie sa fie cub perfect = I = l,i/g = Z,Q/E =3, sunt 3
cazuri favorabile si 30 de cazuri posibile = p = 3% = %
4. Regula de trei simple:  80% ....ccccvveenenenneen. 320 lei
100% x lei

=400, R: 4001ei.

5. Din multimea 4 numere rationale sunt Ja=2 si J9=3 si probabilitatea este p =

41 41 41 41

4 4 T —
6. A+C, _(4—0)!+4!(4—4)!_4!+4!-0! tri=2.
7 1000 1€1 2orvvrvereeeeeereeeenee. 100%

0D ST x %
_80-100 8 . Raspuns 8% dobanda anuala.
1000
4 4
| |

8. a=C, ; & AR /4/{ /4/{ =4+4=8 si

C,= + = +
iR 1-(4-1)r 31(4=-3) 130, A .1

b=C; +C; +C; +C;=2’=8,atuncia=b.

st 5!

9. C5+ A5 = : +———=5+1.2-3-4-5=5+120=125.
A (5-4) (5-4)

10.c2 =" _M(”‘l)'”_(”—l)‘” (”‘1)'”—28 ~1)-n=56

2 (n-2) 2.M T2 T T = (n=1)-n=

produsul a doud numere naturale consecutive este 56 = 7-8 =56 = n=28.
11.Numarul tuturor submultimilor de 2 elemente care se pot forma cu elemente dintr-o

st _ 20,

an(5-2) 2.4 2

multime cu 5 elemente este C;. =
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6! 6! 6! 6l 6! 6!
12. 4> -2C' = —2. _2
¢ © (6-2)! T 4L(6-4) 4! z a0 4 4

13.Numarul submultimilor cu doua elemente ale multimii cu 4 elemente este
oo A 123 A
Yoo4-2) 171 Z

14.Din C* :C”"‘:>C3 :C5:>C3—C5 =0.

15.4 +C, = =10=>n+n=10=2n=10=>n=>5.

MM

16.Calculam pentru fiecare: 0!=1<50; 1!=1<50; 2!=2<50; 3!=6<50; 4!=24<50 si 5!=120>50.

Probabilitatea p = >

6
p7.(n1=3) :M(
(n—S)!

a doud numere naturele consecutive este 6 = 2:3=6 > n —4=2 = n=06.

4)(n-3)

= (n — 4)(n — 3) si se obtine (n — 4)(n —3) =6. Produsul

Hi

! 2.3,
18.Se pot forma 4; = @ 4’3)' _! 21'3 4 24 numere naturale de cate trei cifre distincte.
19.Numere de doua cifre distincte dintr-o multime cu patru elemente este

4! 1-2-3-4

A4; = =12 si se mai pot forma 4 numere cu cifrele identice, atunci sunt

(4-2) 1.2
16 numere de doua cifre.
20.Patretele perfecte de doua cifre sunt: 16, 25, 36, 49, 64, 81 si sunt 90 de numere de doua

cifre. Atunci p=—— =~
90 15
n+2
n !
21. Cn+1 72— M 4+ 2=0 =0

" (T (n+2-n-1)!
=1
22.C0-Cl+C-Ci+CH=1-446-4+1=0.

23.C2=633,C2 =105i c::4:p:§.

, , 51 41 5{45 /4{34
24.C; — 4, + 6= - +6 +6=10-12+6=4.
21(5-2)0 (4-2) 213 2
25.Verificam pentru fiecare element al multimii:
n=1=1"<2" A" n=2=2"<2* A", n=3=3"<2"=9<8 F”;
n=4-=4<2"=>16<16,A”;n=5= 5" <2’ = 25< 32 ,A”. Probabilitatea

p= numdrul cazurilor favorabile _Inegalitatea este verificata pentru 1,2,4,5= p = %

numarul cazurilor posibile




Binomul lui Newton - probleme propuse la examenul d

Analiza combinatorie

o

1. = Permutarl

Definitia 1. O multime impreuna cu o ordine bine determinata de dispunere a elementelor sale
este o multime ordonatd si se notaza (a;,a,, ...,ay).

Definitia 2. Se numesc permutari ale unei multimi 4 cu n elemente toate multimile ordonate
care se pot forma cu cele n elemente. Numarul permutarilora n elemente, neN*, este P,=1-2-3-...-n =
n!; 0/ =1 (prin definitie).

_ (n+D!
n+l

5 < W

Factorial (proprietati): n! = (n — 1)!n;
2. é(:}Aran]amente

Definitia 1. Se numesc aranjamente a n elemente luate cate m (m<n) ale unei multimi 4 cu n
elemente, toate submultimile ordonate cu cate m elemente care se pot forma din cele n elemente ale

multimii 4. Se noteaza 4’
Numarul aranjamentelor a n elemente luate cate m este:

|
A =nn-1)..n-m+1)= ——— n , N=2M.

(n—m)!’
!
Proprietdti: 4, =P,; A, = % sau A"=nl; A"V =4"; A0 =1.

n

i

3. “Combiniri
Definitia.1. Se numesc combinari a n elemente luate cate m (m<n) ale unei multimi 4 cu n elemente
toate submultimile cu cate m elemente, care se pot forma din cele n elemente ale multimii 4. Se

noteazd C

Proprietati:

. Cl=nmCl=Cd=ci=1;2.ct=c'™, 3. cr=cr,+c"

4. Numarul submultimilor unei multimi cun elemente este2”;

5. e =t v e e oo

n!

" nimton
4. S(‘f;‘:}Binomul lui Newton

(x+a) = C,?x" + C,llxn_la +..+ C,]fxn_kak +..+Cpa"

(x—a)"= Coxn - Cix”_la +... +(—l)kC,]fxn_kak +...+(=1)"C;a" unde neN.

'Cn—(p]+...+pm_]) unde pi + ... pu1 <n

g(:} Proprietati:

1. Termenul de rank k+1 este T = (-1) Ckx”k k.
k+l _n—k k. k+1_n—k .k
2. CYl = C,;, Col1= Cy s
n k41 n n+l k41 n
—k k
3. Tin= L — Tk+1 sau Tj = _n—‘ng+1>

k+1 x k+1 x
4. Numarul termenilor dezvoltarii (x + a)" este n+1;
5. Coeficientii termenilor egal departati de extremi sunt egali.
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S Relatll importante:

5

it v+t =2l w1t =0
Adrcticti =2l e+ =2
C3 =(COH? +(CH? +...+(C")?

X Dezvoltarl partlculare uzuale:

:

5, Y

@

1. (a+b)*=d*+2ab+b%

(a+b+c)f=da"+b*+c*+2ab+ be+ ac);

(a+ b)Y =a’+3a’h+3ab® + b,

(a—b) =d’ - 3d’b + 3ab® - b*;

(a+b+cy=d+b++3(db + d’c + ba+ bPc + a+ *b) + 6abe;
(a+b) =d*+4a’b+ 6a°b* + 4ab’ + b°.

SAINAI ol

Suma puterilor asemenea ale primelor » numere naturale

Daci S, =17 +2°P + 37+ +nP, peN, atunci avem:

n(n+1) nn+1)2n+1) o |n(n+1 2
Sj=——F"385 = Sy =| ——
2 6 2
n(n+1)(6n +9n2 +n-1) n (n+1) (2n +2n-1)
30 12
O relatie care permite calculul lui S,, cand se cunosc Sy.1, Sp-...., Si este formula lui Pascal: (nJra)erl

_ 1 2
=1+ Cps1Sy +CpiiSpog +ot C5+1SI +n

Sy =

; S5 =

Progresii

S Progresn aritmetice

|

Definitia 1. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere a;,a2,as,...,an,... in care fiecare termen,
incepand cu a», se obtine din cel precedent prin adaugarea unui numar constant numit ratia progresiei.
Se noteazd +ai,a»,as,...a,
Daca a; este primul termen, a, cel de-al n-lea termen (termenul general), » ratia, » numarul termenilor
si S, suma celor # termeni, atunci avem:

an = a1 + r, n=2 (prin definitie)

ap=a, + (n— 1)r, n>2 (prin definitie)
(a; +a,)n 2a1+(n—1)rn

2 2

Termenii echidistanti de extremi. Intr-o progresie aritmetici suma termenilor echidistanti de extremi
este egala cu suma termenilor extremi: ay + @, 4+, = a; + a.
Observatie. Daca numarul termenilor este impar (n = 2m + 1), atunci exista un termen in mijloc, @+,
astfel incat 2a,,+; = a; + azp+1.
Conditia necesara si suficientd pentru ca trei termeni a,b,c, luate in aceastd ordine, sd formeze o
progresie aritmetica, este sd avem 2b = a + c.

Sp=a1t+at..ta, S,= , S, =
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2. ““"Progresii geometrice
Definitia 1. Se numeste progresie geometricd un sir de numere a;,a»,ds,...,d,,... in care fiecare
termen, incepand cu a,, se obtine din cel precedent prin Inmultirea acestuia cu un acelasi numar g

(¢#0) numit ratie. Se noteaza — ay,a»,as,...day,...

Daca a; este primul termen, a, cel de-al n-lea termen (termenul general), g ratia, » numarul termenilor
si S, suma celor n termeni, atunci avem:
an = qan.1, n=2 (prin definitie)

n-1

ap,=a1q", n>2 (a, in functie de ay, g si n)
n
-1 a—a
S,=a1ta+..ta,S,= alq—; S, = 1—"q,q¢1
qg-1 l-¢q
Termeni echidistanti de extremi. Intr-o progresie geometricd, produsul a doi termeni
echidistanti de extremi este egal cu produsul termenilor extremi: ApQnp+1 = A1

Observatie. Daca numarul termenilor este impar (n = 2m + 1) atunci existd un termen la

.. A A 2
mijloc, a,+,, astfel incat a, . =a,a,, .
Conditia necesara si suficientd ca trei numere a,b,c, luate in aceastd ordine, sa formeze o

. .~ ~ 2
progresie geometrica este sd avem b” = ac.
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Probleme rezolvate

lg/g \/27

1 2

a) Determinati n astfel incat C,? ,7",7” sa fie termeni succesivi ai unei progresii aritmetice.

o
Juie

. g %
1. Se considerd dezvoltarea ,neN ,xeR.

b) Pentru n=_8, verificati daca exista valori ale lui x astfel incat diferenta dintre termenii al saselea si al

patrulea ai dezvoltarii sa fie 56.
1 2

‘& R.1) a) C,(l) ,7”,7” sunt termenii succesivi ai unei progresii aritmetice, atunci
2
c
To_Heo G| oL, 1 IntdD) gy g 02
2 2 4 2 2 4 2

n*-9n+8=0-=n=8 (n=1 nu satisface).
b) Pentru n=8 = Ts-T4=56

L \8S N L \83 5 \3
22 216 22 216
CSS -5 . P —Cg -5 . P =56
2% 25 2% 25
3x 9 25 5x 5x 15 15 3x
oSl 202 562 -2 —l e

@2—2)(—2'* =1 (27) +2 2202 =1, sau 2 =2
Solutia x=0 pentru ca 2">0, VxeR.

& 2, Se considerd dezvoltarea (xz ——j ,xeR" neN".
x

a) Sa se determine # astfel incat suma coeficientilor primilor trei termeni ai dezvoltarii sa fie 97.
b) Pentru n=8, verificati daci existd un termen care contine pe x*. Justificati raspunsul.

@ _ k _n-kik

&R a7, =Ca""b

C)+C-1-(=2)+C2-1-(-2)* =97
Rezolvarea ecuatiei 1-2n+ 4n(n_—1) =97=n=8eN

k
b) Pentru n=8=T,,, = C; (x* )H (—EJ =Cy - x"(2)f - x
X

. 4
2(8-k)-k=4=k=4 =T contine pe x .

& 3, Se consideri a,b,c si x numere reale strict pozitive si diferite de 1.
Sa se demonstreze ca urmatoarea echivalenta este adevarata: a,b,c sunt termenii succesivi ai unei

o . o A | 1 o1 : C .
progresii aritmetice dacd si numai daca si sunt termeni succesivi ai unei progresii

log, x log, x'~ log, x

aritmetice.
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obtinem: =log_ a, b =log b,

0g,a log, x log, x log, x
i) Presupunem a,b,c progresie geometrica, atunci b*=a-c si prin logaritmare in baza x avem:
log a+log, c

“& R. Utililizand relatia log, b= =log, c.

log, b* =log, (a-c)< log b= , deci este adevarata ii).

log a+log c

i) Presupunem log b = =2log, b=log, (a-c)=b’=a-c.

£ 4, Se considera dezvoltarea (x + X' )5 ,xeR, x>0.
Si se determine x, stiind ¢ al treilea termen al dezvoltarii este 10°
&R T, =Cla""b"
T,=T,, = C52x3 (xlgx )2 — 1032
=107 = 1gx*E =1g10° = (3+21gx)-Igx =5

2 +31gr-5=0— lgx = —g, lgx=1

5

x, =10 2, x, =10.
& 4, Se considera dezvoltarea: (x x+L4j ,xeR,x>0neR",n>2.
x

a) Si se determine 7 astfel incat C; = C! +44.

b) Pentru n=11, verificati daca existd un termen al dezvoltarii care nu contine pe x. Justificati raspunsul.

Ny R.)a) C5=C,1+44:>@=n+44:>n=“€N'

33-3k .y

' . 3 11-k . . ‘
b) Pentru n=11din 7,,, =C, | x? (x ) se obtine
cu k=3, deci T, = C;, nu contine pe x.

& 6. Se considera dezvoltarea [xz +lj ,neN".
x

o . * .. - .. . . .. o ..

a) Sa se determine neN , stiind cd suma primilor trei coeficienti ai dezvoltarii este 46.
b) Pentru n=9, verificati daca exista un termen al dezvoltarii care nu contine pe x.

‘& R.a) T, =Cra""*b", deci coeficientii ceruti sunt C°,C! siC>

Obtinem ecuatia C° +C' +C? =46 = 1+n+""" _46 = —9eN.
| k
b) Pentru n=9, T,,, = C; (xz) (—j =C} -x"** care nu contine pe x <18 — 3k=0<>k=6.
x

€ 7, Se considera dezvoltarea [x{‘/; +Lj ,xeR,x>0,neN".

NS

a) Sa se determine 7 astfel incat coeficientul binomial al termenului al treilea sa fie 36.
b) Pentru n=9, verificati daci existd un termen al dezvoltirii care contine pe x°. Justificati rispunsul.

& R.)a) =36 1D

=36 < n*-n-72=0= n,;=9 si n,=-8 nu este solutie
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pentru cd nu este numar natural.

ok k 50-k) k B
I B e

N 2
33

45-5k-2k=12 = Tk=33 = k = = ¢ N, deci nu exista termeni care si contini pe x”.

& 8. Se considerd dezvoltarea £9x — ,x€R,x>0sineN, n>3.

ﬁ]"
3Vx
a) Si se determine neN’, astfel incat coeficientul binomial al termenului al treilea si fie 105.

b) Pentru n=15, verificati daca exista un termen al dezvoltarii care contine pe x°. Justificati raspunsul.
‘& R. a) Punem conditia: C> =105 = n=15

N
3Wx

. 5 . . : k . 0
termenul care-1 contine pe x” vom avea de determinat pe 4 din relatia 15—k ) =5, cusolutia k = 3
care nu convine deoarece nu este numar natural. Deci nici un termen al dezvoltarii nu-1 contine pe x°.

k
b) Folosind formula termenului general, obtinem: 7, = C; (9x)157k ( J si presupunand ca exista

n
€ 9, Se consideri dezvoltarea [\/; + ) ,yeER,y>0sine N

1
23y
a) Sa se determine n pentru care coeficientii termenilor 1, 2, respectiv 3 ai dezvoltarii, formeaza o

progresie aritmetica.
b) Pentru n=_8, verificati dacd exista termeni ai dezvoltarii astfel incét puterea lui y sa fie numar natural.

& Roa) {5+23ﬁ}n =3 (y) + (Vo) -ﬁwi-(ﬁ)” [ﬁ} Fosl

1
— =1+ =1+—7
4 (n-1)! " 2-(n—2)!:>n Ty T

=n’—9n+8=0 cusolutiile n, =1, n, =8 = n=8.

1

C,1=C3+ZC5:> n! 1 n! n(n-1)

atunci Z .

8
1 :
b) Pentru n=8 dezvoltarea va fi: \/; +——=| sitermenul general:

24y

k 1 8-k k 1 16-2k—k 1 16-3k
= — k 2 4 k 4

2k.cg.y yh=—-Ck.y :Z_k'csk'y 4 . Avem:

=C(y)" [

16 -3k
4

1
2y

€ N pentru n=4 vom avea y1 in termenul 7.

w3 . ~ 1 X " *
& 10. Se considerd dezvoltarea (? +x'e ] ,neN , xeR, x>0.
x
a) Sa se determine n daca diferenta dintre coeficientul binomial al celui de al treilea termen si coeficientul
binomial al celui de al doilea termen al dezvoltarii este 27.
b) Pentru n=9, verificati daca existd valori ale lui x, astfel incat al doilea termen al dezvoltarii sa fie 900.
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| | —1
Ra)C-C=27=_ " T :27:#—;1:27

21(n-2)! 11(n-1)!

solutiile 7,=-6 s1 n,=9, atunci n=9.

2=n*-3n-54=0cu

&

9 9 8
1 1 1
b) Pentru n=9 dezvoltarea va fi: | ——+ x lg’”j =C) (—j +C, (—j (x'®*) +...si termenul al
(% 9 é/; 9 % ( )
8
doilea este C, L ( 'g") 9. L X =9x® = 95 =900 = x"**' =100 si logaritmam
§x pt
ecuatia = lg(xlgx‘l) =1g100 = (Igx—1)lgx =2 =1g’ x —lgx —2 = 0. Notam Ig x=y si obtinem
y?—y=2=0,cuy, =1, y, =2. Revenim la notatie, avem Igx=1 = x;=10 silg x=2 = x,=100.
€ 11, In dezvoltarea binomului (\/ 2% 442" y, neN’, suma coeficientilor ultimilor trei termeni este egald

cu 22. Sa se afle valorile lui x pentru care suma dintre termenii al treilea si al cincilea este egala cu 135.

(] ] ] N () (]
+C:_1\/2_X~( = )n_l +C! (V 2 )n si obtinem

! ! ! -1
e B SN | L LN L SN Und)

(n-2)t21 (-1t nl rrrl=2=

6
n’+n-42=0=n, =6, n, =7 si atunci n=6, iar dezvoltarea va fi (\/27" +4/217 ) :

T+T=C2(\/27)4(\/217X)Z+C4(\/27)2(\/217x)—’6( D2 ol /6/(}{ 9 2
3T 1s 6 6 /2/(/4(( /4((/24,

15-2° 415-2° =135]:15= 22" +4.27 =9|-2* :>2-(2")2 +4=9.2% notdm 2*=y si obtinem:

2y2—9y+4:0:y1=%,y2:4_

. 1 .
Revenim la necunoscuta x : 2* = 5 =>x=-1512"=4=x,=2.
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Numere complexe

Definitia 1. Se numeste numdr complex orice element z=(a,b) al multimii
RxR={(a,b)| a,beR}, inzestrate cu doud operatii algebrice, adunarea: Nz=(a,b) si
z’=(a’b’)eRxR,z +z = (a +a’, b+ b’)siinmultirea: Vz=(a,b), Vz’=(a’,b’)eRxR,
z-z' = (aa’-bb’, ab’ +a’ b). Multimea numerelor complexe se noteaza cu C si este corp
comutativ, C={z=a+bi / a,beR, i2=—1}.

1. Forma algebrica a numerelor complexe
z=a+ib, cua=(a,0), b= (b,0)sii=(0,-1), respectiv i’ = -1.
Egalitatea a doud numere complexe z i 7’:
atib=a+1b’<<a=a’sib=0b
Adunarea numerelor complexe
21=a1+b1i, 21=a2+b2i = Zl+22=a1+a2+(b1+b2)i.
are proprietatile:
asociativa,
comutativa,
admite ca element neutru pe 0=0+07,
orice numar complex z= a + bi admite un opus —z = —a — ib.
inmultirea numerelor complexe
z1=a,+bii, z1=ay+byi = z| zy=a, ‘a,—bby*(a; by+ayb))i.
are proprietatile:
e asociativa,
e comutativa,
e admite ca element neutru pe 1=1+0 -,
e orice numar complex z= a + bi nenul admite un invers
(z‘l =(a+bi)' =— a ——— b zij,
a +b” a +b

o este distributiva fatd de adunare z(z” +z”) =zz' + zz” Vz,2,z2”eC.

. = . . -4 Amtl _ s Amt2 Amt3
Puterile numarului i: VmeN, i =1,i"" =i,i" =-1,i" " =-i.

Definitia.2. Daca z = a +bi, atunci numarul a — ib se numeste conjugatul lui 7 si

se noteazd a—ib = a+ib=z.
Au loc urmatoarele proprietati, Vz, z”eC.
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1. z+ z =2a; 6 Z_ZG_
2. z-z =2bi; "2 zz)
3 zEo-zE7 7 ()
4, Z_Z'=Z-Z'; N 7
5. zz'=a’ + b’ =(a + bi)(a - bi); 8. (—]z:.
z V4

2. Modulul unui numéar complex

V zeC, z‘=\/; sau ‘z‘:\/az +b’

Avem apoi:
1. ‘Z‘:H 4. ‘zz"z‘z”z’;
2. [z+2f<[e]+[21; 5. [2]=F1 40,
3. |~ |zl <|z + 2] <[] +|2]; 2l |z

3. Reprezentarea geometricia a numerelor complexe
zeC, z=a+bi, a,b eR

4. Forma trigonometrica a numerelor complexe

z = r(cos u + isin u), unde r = |z |, iar unghiul u€[0,27) este solutia
ecuatiilor trigonometrice: rcos u =a $i rsin u = b.

De exemplu: daca z =—1 — 1, atunci ‘z‘ = \/5, u :57” Slz= ﬁ(cos%+ isinsjﬂ).

5. Formula lui Moivre
VueR si VneN, (cos u + isin u)" = cos(nu) + isin(nu)
Consecintele formulei lui Moivre
cos nu = cos” u + C2,cos™u sin*u + C* cos"*u sin*u + ..
sin nu = C' ,cos"u sin u + C*cos™ u sin’u + ...
Cltgu—Cltg’u+Cltg’u — ...
1-Ctg’u+Cltg'u—...

tg nu =
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6. Extragerea radacinii de ordinul » dintr-un numéar complex
z=r(cos u + isin u)
2 U +2kzr .. u+2kr
 =1" +1sIn

’5

},k =0,1,2,....,n -1

n n
(” l)k c0s2k—7[+zsin2k—7Z k=0,12,..,n-1
n
(” —l)k :cosuﬂ'sinm,k=0,1,2,...,n —1
n n
[ 2 2 [ 2 2
m_i[\/ a +2b +a+iﬁ\/ a +2b a}

7. Ecuatia binoma
xX'"—A4=0, AeC, A =r(cos u + isin u)
Pentru simplificare folosim urmatoarea notatie: (\/I )k =g, §i (\/—_1 )k =,
x=|Al"ay, k=0,n-1,4eR, 4 <0;
x.=A"g, k=0,n—1,4eR, 4> 0;

kaW(cosu+2kﬂ+isinu+2kﬂj k=0,n— lAeC\R

n n
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Probleme propuse

Sa se determine x , y Rstiind ca x(1+2i)+y (2—i)=4+3i.

Sa se determine numerele complexe z, stiind ca |z| =151 (z —1)(z +i)eR.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia x* —8x + 25 =0.
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia -9 +8=0.
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia ¥ =2x+4=0.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z* = —9 .

Sa se rezolve in C ecuatiaz* +3z+4=0.

Sa se rezolve in C ecuatia 2z+z= 3 + 4i.

Si se verifice ca numirul 1+ i este radacind a ecuatiei z* + 4 = 0.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z° =z .
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z° =Z .

—1+i\/§
—2 )

WP AN =

[S e —
— O

[a—
N

< 1
Sa se calculeze z+— pentru z =
z

. 5 . - 4
Stiind ¢ zeC i ca 2> + z +1=0, si se calculeze z +—.
z

—
[98)

L : y 1
14.  Stiind cdz € Csiz’ +z +1=0, sd se calculeze z*"" + —.
z

15. Se considera numarul complex z = . Sa se demonstreze ca z° =7Z.

4431 2+i

3-4i 1-2i
17. Sa se calculeze L + L

1+i 1-i
18.  Si se calculeze 1+i+i*+..+i' .
19.  Sase calculeze(2 +i)3 +(2 —i)3.
20.  Sase calculeze (1-0)(1+2i)—3(2—i).

21.  Sase calculeze (2 +i)4+ (2 —i)4.

24
1—1

—1+i\/§
2

16. Sa se calculeze

22. Sase calculeze

)

N\ 24

[—
I
~

23. Sase calculeze

)
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24.

25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

4].

42.

43.

44

1 1Y
Sa se calculeze | — — ——
-7 1+1

| |
+ .
1+2i 1-2i

Si se calculeze 1+ + >+ ..+ i,

. . 4
Sa se calculeze [(1 _21)(31 _I)J .

5
1+3i 1-3;

Sa se arate ca numarul + este real.
1-3i 1+3i

Si se calculeze (1— 7)(1— ) (1— 7)...(1— 7).

Sa se calculeze (2 +i)(3 — 2i) — (1-2i)(2 — i) .

Sa se calculeze

25 25
Sa se calculeze + )
443 4-3;
1+4i 1-4i
Sa se calculeze + )
4471 4-Ti

Sa se calculeze |5 —12i] — |12 + 51 .

Sa se determine numerele complexe z pentru care z —1, 2i s1 z +1 sunt afixele

varfurilor unui triunghi echilateral.

Sa se determine n€Z pentru care are loc egalitatea (1 + z\/g) + (1 - z\/g) =2".
- . . . - - . 3

Sa se determine partea imaginara a numarului (1 +i\3 ) .

Si se calculeze modulul numarului complex 1+i+i*+i+.. .+i°.

Sa se determine partea imaginara a numarului (1+1 )10 +(1—i )10.

Si se calculeze modulul numarului complex z = (3 + 4i)* .

. : g a+2i . :
Se considerd acR s1 numarul complex z = -. 54 se determine a pentru care
2+ai
zeR.
< : : . - 1—i
Sa se determine partea imaginarda a numarului complex z = e
+1

Sa se determine partea reald a numarului complex (\/§ +1i )6.
8+1

7-4i

Sa se verifice egalitatea (1 + i\/§>2 + (1 — i\/g)z =—4.

Sa se calculeze modulul numarului complex z =



Numere complexe

45.

46.
47.

48.

49.
50.

51.
52.

53.

54.

55.

2—i

2+i

Fiez C astfel incat z+ 2z = 3 +1. Sa se calculeze modulul numarului z .
Fie z o raddcind a ecuatiei z* + 2z + 4 = 0. Sa se calculeze modulul numarului
complex z.

Sa se calculeze modulul numarului complex z =

2
Sa se calculeze modulul numarului complex z = (\/E —1+i (ﬁ + 1)) )

Sa se determine numerele complexe z care verifica relatia z+ 3i= 6z.
Fiez C o radicina de ordin 3 a unitatii, diferita de 1. Sa se calculeze 1+ z + 2% .

Fiez C. Sa se arate ca i(Z—E) eR.

Fiez C. Si se arate cd dacd 2z + 3z €R, atunciz R.

2008
T .. T
Sa se arate ca numarul (COS Z +1S1n Zj este real.

z+7i 6

Sa se determine z C stiind ca
z

6

Sa se determine partea reald a numarului complex (\/§ + 1) :
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Functia exponentiala

Def. Fie a>0, a#1. Functia / :R—(0,), f'(x)=a"se numeste functia exponentiala de
baza a.

Graficul functiei exponentiale:

Y7

\;»-H

Proprietati:
1) A0)=a"=1, graficul functiei exponentiale taie axa Ox in (0,1).
2) Functia exponentiald exte convexa.
3) Monotonia: dacd a>1, atunci f este strict crescatoare;
daca 0<a<l, atunci f este strict descrescatoare.

4) Daca al s x»0= flx)>1

x<0 = fx)<1

O<a<lsi x>0= flx)<l

x<0 = fx)>1.

5) Functia exponentiala este bijectiva.

Ecuatii exponentiale

Ecuatia ce contine variabila necunoscuta la exponetul puterii se numeste ecuatie
exponentiala.
1. a"=b, a>0, a#l, b>0. Solutia x = log,b, beR.
2. a = b, a>0, a#l, b<0, nu are nici o solutie reald

3. Ecuatia exponentiald de tipul:
a™=p

b

unde a > 0, a # 1 si b > 0, este echivalentd cu ecuatia
flx) =log,b,
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4. Daca a> 0sia# 1, atunci ecuatiile

si

2/ = 45

Sx) =gx)

sunt echivalente.

5. a" > b. Fie S multimea solutiilor. Avem:

a b S
a>1 b>0 (log,b, +o0)
0<a<l b>0 (-o0, ]()gab)

a>0,a#1 b<0 R

6. " <b. Fie S multimea solutiilor. Avem:

a b S
a>1 b>0 (-0, log.b)
O0<ax<l1 b>0 (log.b, +o0)

a>0,a=1 b<0 %)

Probleme propuse

1.

2.

ook

10.

Se considera functia 1:(0,+0)—R, f{x)=2"+logs x. Sa se calculeze f{1)+£3).
X
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia (%j =22,

Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie cu axele de coordonate a
graficului functiei fFR—R, f{x)=2""-2.

Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3**+2-3*—3=0.

Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3"'-2'=108.

2
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia (3 +242 )x = (1 +2 ) :

< . : .1
Sé se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia —=4.
2

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3*-5'=15.

< . . .25 3
Sé se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia — = 5
X

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia — = e
2
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. . 1Y
11. Se considerd functia /:R >R, f(x)= (Ej . Si se calculeze A0)+HA1)+...+/(4).
12. Si se determine numarul real a , stiind cd numerele 2°,4°+1 si 2™ sunt termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

< . : : x5
13. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2* +2™* = 5

14. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2*-3"=36.
15. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3"+2-3"+1=7.

. A 1
16. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2 ~** = 3

2
17. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3* " =9,
18. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3* + 37 = 3

2x2+x+1 :8.
2Vl g,

2 —
22X +3x 2:8

19. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
20. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia

21. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
22. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 4 —6-2"+8=0.
23. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 9"—4-3"+3=0.

— 2_
24. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3% =3 5.

2
25. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei 2* =16.
2_ pa—
26. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 5° ~* =577,

27. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 32! =377,

2 —
28. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2* ™ =4,

Probleme rezolvate

o - . +1 - .
1. Sa se demonstreze c¢a pentru orice xR numerele 3* —1, 3" i 5-3° +1 sunt termeni
consecutivi intr-o progresie aritmetica.
R. Daca q, ,q,,q,, sunttermeni consecutivi intr-o progresie aritmeticd, atunci

_ G +a;.

a, < 2a, =a, ,+a,, (proprietatea de medie aritmeticd). Verificam aceasta

proprietate: 3* —1+5-3"+1=6-3"=2.3.3"=2.3"",
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Jx
2. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei 3> = (gj :
1 Jx
R. 37 = (—j conditia x > 0 si obtinem: 3" = 3V s x—2=—Jr=x+/x-2=0 ,

notam x = y = ecuatia y° +y—2=0 cu solutiile y}=—2 i 2 si y, = 1. Revenim la
substitutia facutd si obtinem: Jx=-2 nuare solutii reale si Jx =1 are solutia x = 1, solutia

ecuatiei.

3. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei 2" + 23=13¢ .
R.2"+2"3=36= 2x+2x 22=36=2+82"=36 = 9- 2" =36= 2"=4= x=2.

4. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei 4" —3-2"+2=0.
R. Ecuatia se poate scrie (22)x -3-27+2=0= (2x)2 -3-2"+2=0.Notam 2" =y si
obtinem ecuatia y* — 3y + 2 = 0 cu solutiile y; = 1 §i y, = 2. Revenim la subsitutie: 2* = 1

=>x=0512"=2 = x,=1.5={0, 1}.

5. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2° *—2"=28.
2"=28=2".2"-2"=28=8-2"-2"=28=7-2"=28]:7 =2 =4=>x=2.

R. 2x+ 3 _
6. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 125* —%
1
R 125 =_=(5) =5"'=5"=5" :>3x_—1:>x_—E
7. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 125" = l
5
X 1 3 3x 1
R. 125" =_=(5 ) =55 =523y =-1x=——.
5 3

8. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2" —14 -2 =-5 .
R 2" -14.27=-5/-2"(2") ~14=-5-2"(2") +5-2° ~14=0. Notam 2" = ysise
obtine ecuatia y* +5y —14=0 cu solutiile y, = —7 si y, = 2. Revenind la necunoscuta x =

2"=—7 nu are solutie si 2 =2 cu solutiax = 1.

-2
9. Sa se ordoneze crescator numerele (%j , 64 s1 %/g .
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-2

-2
R. Gj :42:24,64:26,%@:2:2<24<26:>38<(i] <64.

. . 2
10. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 4> =2%"°.

R 472=2""=(22) " 22" 2 td=x’ 4520 —2x+1=0= (x-1) =0 x=1.
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Elemente de geometrie analitica

1. Segmente
1. Distanta dintre doua puncte A(x;,y;), B(xz,)»): AB = \/ (x, — x1)2 +(y, — yl)2

2. Panta dreptei AB: m , = 27N
Xy =X
. . ) + +
3. Coordonatele (x,y) ale mijlocului segmentului AB: x = il 5 az! Y= 4 5 V2

4. Coordonatele punctului M care imparte segmentul (AB) in raportul £:
otk itk

b

1+4 2

2. Ecuatia dreptei
1. Drepte paralele cu axele de coordonate:

(dyx=a (dlloy), d):y=adllOx) B -
2. Dreapta determinatd de punctul M,(x,,y,) si vectorul nul a(u,v):(d):r=r, +ta, teR,

Z -vectorul de pozitie a lui M,; r-vectorul de pozitie a unui punct M al dreptei d.

xX=x,+tut . .
(d): { , teR, ecuatiile parametrice;

y=y,+vt
3. Ecuatia explicita: y =mx + n (meR*, neR, m — panta, n — ordonata la origine);
4. Ecuatia prin taieturi: Xy % —1=0,(a,b € R*);

a

5. Ecuatia dreptei de panta m, prin punctul M,(x,,y,): V—y, = m(x — Xx,), (m#0);
6. Ecuatia dreptei determinata de punctele A(x;,y), B(x,,2):

Vo= y=y X—X
y—y =——1(x—-x), L = L, (x, #£x,y, #Y,) sau
Xy =X Vo=V XX
x y 1
x y 1=0
X, Yy 1

7. Ecuatia generala: ax + by + ¢ =0;

8. Aria triunghiului ABC (A(x1,)1), B(x2,02), C(X3,3)): Auc = %‘A

, unde

x y 1
A=|x, y, 1,daca A=0 atunci 4, B, C sunt colineare
X, ¥y o1

9. Pozitia relativa a dreptelor (d,) si (d,):
(d):ax+by+c =0s1(dy):a,x+b,y+c,=0
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d, = d,, daca ﬂ:ﬁ:&
a, b2 c,
b

. a c
di || dy, dacad “L="L 2L
a, 2 6

dy#dysidy dy= D, daca e 2L
a b
10.Distanta de la punctul M,(x,,y,) la dreapta (h): ax + by +c =0
‘axo + by, + c‘
\a® +b*
11.Unghiul o determinat de dreptele:
(d):y=mx+n,s1(d,):y=myx+n,

d(M,h)=

m, —m
tga =——21, (mm, #-1)
1+ mm,

d1 4L dz, daca mm; = -1

Vectori

Se numeste versor (notati ) al dreptei d un vector de lungime 1, care are directia
dreptei d . Dacad A4 apartine lui d 11 asociem un numar real , unic x, numit coordonata sa .

Atunci OA=x-i . Daca x>0 atunci A4 este in sensul pozitiv al axei Ox . Daca x<0 atunci 4
este in sensul negativ al axei Ox .

Fie Oxy un sistem de axe ortogonale . VA
Fie i si j versorii axelor Ox, respectiv Oy .
1. Fie u un vector in plan. Orice vector u Bl _____ M u
poate fi scris In mod unic u =xi+ yj; I
i A l
I
»- I »
y A > L
0 1 A X
B
A
2.AB = (xB —xA)i + (yB —yA)j ;
(0] X
VA
M
"""" B
u

3. Modulul unui vector

—

u

v

u=xi +yj =>

=¥+ A 0 X
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4. Suma a doi vectori
u=xi+yj

vexyity i atv = (x4x)i+ (047

5. Conditia de paralelism
;t||;<=> L_oNn , pt.x,,y, #0
X, W

6. Conditia de coliniaritate a 3 puncte

A,B,C — coliniare <=> AB||AC => X=X _ =N

Xy =X V3= N

7. Conditia de perpendicularitate
ulv o X, "X, +y,y,=0

8. Coordonatele mijlocului unui segment
Fie A(x;,y;), B(x2Y2) st M(x);,yy) mijlocul segmentului [45]
_ X X _Yat Vs

Xy 7 s YV 5

9. Coordonatele centrului de greutate al unui A
Fie A(x;,v;), B(x,,y2), C(xcyc) st G(xg,yg) centrul de greutate al triunghiului ABC

Xt Xyt Xe Vit YtV
Xe = 3 s> Ve = 3
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Probleme propuse

1. Fie punctele A(2,—1) si B(—1,3). Sa se determine numerele reale a si b astfel incat
AB=ai+bj.
2. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(4,-8) si B(6,3). Si se determine

coordonatele OA + OB.
3. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(2 —-1) 51 B(l —2).

4. Si se determine numarul real a stiind i vectorii u = 2i + a jsiv= 3i+(a—2)] Jj sunt
coliniari.
5. In reperul cartezian (O, i, j ) se considerd vectorii u =—3i+2j si v=>5i— j. Sd se

determine coordonatele vectorului 5u +3v.

6. Sa se determine numarul real a stiind ca dreptele 2x—y+3=0 si ax+2y+5=0 sunt paralele.

7. Se considera punctele 4(1,a), B(2,—1), C(3,2)s1 D(1,-2). Sa se determine numarul real
a stiind ca dreptele AB si CD sunt paralele.

8. Sa se determine ecuatia dreptei care contine punctul A(1,1) si este paralela cu dreapta
4x+2y+5=0.

9. Sa se determine ecuatia dreptei care confine punctul 4(2,—3) si este paraleld cu dreapta
x+2y+5=0.

10.Sa se calculeze aria triunghiului ABC determinat de punctele A(1, 2), B(—1,1), C(3,5)in
reperul cartezian xOy.

11.S4 se determine ecuatia dreptei care contine punctele 4(2,3)si B(—3,-2).

12.S4 se calculeze aria triunghiului echilateral ABC stiind ca 4(—1,1) si B(3,—2).

13.S4 se calculeze lungimea segmentului 4B, determinat de punctele 4(2,3) si B(5, — 1), in
reperul cartezian xOy.

14.S4 se calculeze AB + BC + CA, stiind ca 4, B si C sunt varfurile unui triunghi.

15.Sa se determine coordonatele punctului C stiind ca el este simetricul punctului 4(5,4)
fata de punctul B(—2,1).

16.Se considera triunghiul echilateral ABC inscris intr-un cerc de centru O. Sa se arate ca
OA+OB+0C=0

17.1n reperul cartezian xOy se consideri vectorii 04 (2,-3) si OB (1,-2). Sa se determine

numerele reale a si  pentru care vectorul 304 - 50B are coordonatele (a,B).
18.Sa se determine numarele reale a , stiind cd lungimea segmentului determinat de
punctele A(—1,2) si B(4—a,4+a) este egald cu 5.
19.S4 se determine distanta dintre punctele A(3,—1) si B(—1,2).

20.Dacd AB+2CB =0, si se determine valoarea raportului 3C
21. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2,1)si B(—1,2). Si se determine
coordonatele punctului Ce(4B) astfel incat % =2.

22.S4 se determine valorile reale ale lui m astfel incat punctele A(1,3), B(2,5) si C(3,m) sa
fie coliniare.
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23.Sa se determine coordonatele punctului B, stiind ca C(3,5) este mijlocul segmentului
AB sica A(2,4).

24.Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul 4(3,0) si intersecteaza axa Oy in
punctul de ordonatd 4.

25.S4 se determine lungimea inélfimii din O in triunghiul MON , unde M(4,0),N(0,3) si
0(0,0).

26.S4a se determine meR pentru care distanta dintre punctele 4(2,m) s1 B(—m,—2) este egala

cu4\/§.

27.84 se determine meR pentru care punctele 4(2,4),B(3,3) si C(m,5) sunt coliniare.
28.Se considera reperul cartezian xOy si punctele 4(1,—1) s1 B(3,5) . Sa se determine

coordonatele punctului C din plan astfel incat OA+O0B=0C.

29.Se considera dreptele distincte d|:ax+2y=2 si d, :8x+ay=4 . Sa se determine valorile
parametrului real a astfel incat dreptele d,; si d, sa fie paralele.

30.S4 se calculeze lungimea medianei din varful 4 al triunghiului ABC stiind ca A4(2,3),
B(2,0) si C(0,2).

31.1n reperul cartezian xOy se considera punctul A(2,3) . Stiind cd punctele B si C sunt
simetricele punctului 4 fata de axele Ox, respectiv Oy, sa se calculeze lungimea
segmentului BC.

32.Sa se calculeze distanta de la punctul 4(—6,8) la originea reperului cartezian xOy.

33.Sa se determine a,beR | stiind ca punctele A(a,b) si B(a—1, 4) apartin dreptei de
ecuatiex+y—5=0.

34.Fie punctele distincte 4,8,C,D nu toate coliniare. Stiind ca AB+CD = 6, sa se
demonstreze ca patrulaterul ABCD este paralelogram.

35.S4 se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(1,—1) si este paralela cu
dreapta y=x.

36.54 se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptelor de ecuatii 2x+y—4=0
si x+y—3=0.

37.1n reperul cartezian xOy se considera punctele A(0;a), B(—1;2) si C(4;5), unde a este un
numar real. Sa se determine valorile lui a pentru care triunghiul ABC este dreptunghic
in 4.

38.1n reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2,2) si B(4,4). Si se determine
coordonatele mijlocului segmentului AB .

39.Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(4;0) si B(0;2).

40.S3 se determine lungimea medianei din 4 a triunghiului ABC, stiind ca varfurile
acestuia sunt 4(0;4), B(—2;0) si C(8;0).

41.Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(1,—2) si are panta egala cu 2.

42.S4 se determine coordonatele punctului M care apartine dreptei AB si care este egal
departat de punctele A(1;—1) s1 B(5;-3).

43.1n reperul cartezian xOy se considera punctele 4(3,0) , B(x,»), C(5,~2) . Sa se determine
numerele reale x si y astfel incat punctul B sa fie mijlocul segmentului AC .

44.53 se demonstreze ca, in hexagonal regulat ABCDEF , are loc relatia

AD =2(AB + AF).
45.Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele 4(2,1) si B(1,-2).
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46.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2,0) si B(m°—1,0), cu meR. Si se
determine valorile reale ale lui m astfel incat punctul C(5,0) sa fie mijlocul segmentului
AB.

47.Se considera patrulaterul ABCD in care DC + BC = AC . Sa se demonstreze cd ABCD
este paralelogram.

48.1n reperul cartezian xOy se considera punctul N, simetricul punctului M(—2,3) fati de
punctul O . Sa se calculeze lungimea segmentului MN .

49.1n reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,2), B(5,2) si C(3, —1). Si se
calculeze perimetrul triunghiului 4ABC.

50.Sa se determine numarul real pozitiv a astfel incat distanta dintre punctele 4(2,—1) si
B(—1,a) sa fie egald cu 5.
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Probleme propuse

1. Fie punctele A(2,—1) si B(—1,3) . Sa se determine numerele reale a si b astfel incat
AB=ai+ b}' :

2. Inreperul cartezian xOy se considerd punctele 4(4,—8) si B(6,3). Si se determine
coordonatele vectorului OA + OB.

3. Sase determine numarul real a stiind cd vectorii @ = 2i +aj §i V=37 +(a—2)/ sunt
coliniari.

4. 1In reperul cartezian (0,?,]‘) se considerd vectorii ii = —3i + 2jsi v= 5i —j .S se

determine coordonatele vectorului 5u + 3v.
5. S se determine coordonatele punctului B, stiind ca 4(3,4) si AB=1 + /.

6. Se considera vectorii ¥ = 37 + 4j siii = 2i — 3j . Si se determine coordonatele
vectorului w= 2v — 3u.

7.  Sise calculeze AB+ BC +CA, stiind ca 4,B si C sunt varfurile unui triunghi.

8. Se considera triunghiul echilateral ABC inscris intr-un cerc de centru O. Sa se arate ca
OA+0OB+0C=0.

9. Inreperul cartezian xOy se considera vectorii OA(2,-3)si OB(1,~2). Sa se determine

numerele reale a si f pentru care vectorul 304 - 50B are coordonatele (a ,p).

10. Dacid AB+ 2CB =0, si se determine valoarea raportului ;—g

11. In reperul cartezian xOy se considera vectorii O4(2,~1)si OB(1,2). Sa se determine

coordonatele vectorului OM , unde M este mijlocul segmentului AB .

12. Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc de centru O. Sa se calculeze
AB+ AC—-340.

13. Si se determine numirul real m pentru care vectorii v = 2i + 37 si w=—i +mj sunt
coliniari.
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Rezolvare:

1. Vectorul determinat de doud puncte 4(x,,»,)si B(x,,»,) este 4B =(x, —x,)i+ (v, —»,) j §i
se obtine 4B =(-1-2)i+(3—(-1))j=-3i+4,. Atunci a=- 3 5i b=4.

2. OA=4i -8j,0B =6 +3] siobtinem OA+OB=(4+6)i +(-8+3)j=10{ -5J .
Coordonatele vectorului OA4 + OB sunt (10, -5).
3. Doi vectori ii = x,i +y,] iV =x,i +y,/ sunt coliniari daci Soh Obtinem:
X M

-9 34=204-4=a=—4.
a—?2

2
3

4. 5i+ 39 =5(-37 + 2)+3(57 - ] )= ~AST +10] 457 -37=7] .

wn

. Punctul B(x,y) si Ez(x—3)f+(y—4)j. Atuncix—3=1s1y—4=1 se obtine
x=4siy=>51ar B(4,5).

6. w=2v- 3i=2(3 +47)-3(21 -3/ )= 67 +8] 67 +9]=17].

7. AB+BC=AC dupa regula tr1ungh1u1u1 iar AC =—CA si atunci
AB+BC+CA=AC+CA=-CA+CA=0.

[OA] = [OB] = [OC] raza cercului circumscris

OA+ OB = OD , regula paralelogramului

AOBD este romb si AAOD este echilateral, atunci
[04]=[OD]

— 0D =-0C.

Avem OA+OB+0C=0D+0C=-0C+0C=0.

9. 04=2i-3j §i OB=i-2j,iar 304- 50B =3(2i —3j)-5(i —2j)=6i -9 -5 +10j =i +5]
siatuncia =11 f=5.

10.Din AB+ 2CB=0= AB=-2CB=> AB = 2Bc:>;—i=2



Vectori — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

11.Din M mijlocul segmentului AB =
X, +Xx 3 . + 1 3 1) . =2(31
=4 =y, == slyM=M:>yM=5,M( j$1 OM£E’EJ

X —,—
M 2 2 2 2’2
12.
E+%=EsiABDCr0mb:AD=2AE$i
AO :§AE = AE :%AO, atunci AD =340 =
AD-340=0=> AB+ AC-340=0.
2
13. —=—>=2m=-3=>m=——
-1 m
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