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Tema 1.1

Multimi de numere.
Multimi si elemente de logica matematica

1. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

Definitie. Fie x € R. Cel mai mare numir intreg mai mic sau egal decat x se numeste
partea intreagd a lui x. Se noteazd: [x]=max{peZ|p<x}.

Numiirul real {x} = x—[x] se numeste partea fractionard a lui x.

Proprietati

1. [x]<x<[x]+], VxeR; 1. {x}€[0,1),VxeR;
2, x—-1<[x]<x,¥xeR; 2, {x}=0x€Z;

3. [x]=x©xeZ, 3. x}={y}>x-yeZ,
4, [x+n]=[x]+nneZ; 4, {x+nj={x}>nel.

Identitatea lui Hermite.

[x]+[x+l:]+[x+g:|+...+|:x+-—] [nx], Vx e R, Vne N*\{1}.
n n n

Probleme propuse

1. Stabiliti valoarea de adevir a urmitoarelor propozitii
@) p: ,[x]+[y]=[x+»], pentru orice x,y € R, unde [a] reprezinti partea intreagi a
numirului real a.
b) q : ,{3x}=3{x}, pentru orice xeR”, unde {a} reprezinti partea fractionara a
numdrului real a.
or:,VxeR, IyeR astfel incat x* +y* =2012 .

2, Determinati valoarea de adevir a afirmatiei: ,,Suma oriciror douid numere irationale
este un numdr irational.”

3. a) Calculati [m] (2+\/§){—\/5}

b) Calculati L —1— +———1———j|
1-2 23

Variante bacalaureat 2009

2012-2013

¢) Calculati [ 2009 { }
d) Calculati [\ﬁ] [ ]+ [\/ﬁ]

e) Calculatl [(\/3 ] Variante bacalaureat, februarie 2008
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4.a) Determinati multimea 4 ={xe[0,2]|[2x] = 2[x]},
intreagd a numdrului real q.
b) Determinati mulfimea B = {x e[-1, 2]13{x} = 1}
fractionard a numérului real q.

unde [a] reprezinti partea
» unde {a} reprezinti partea

5. Aritati ¢ [\/nz +n]=n , pentru orice ne N,
. . 1
6. Fie x € R*. Aritati ci [;]:O daci i numai daci x> 1.

Variante bacalaureat , februarie 2008
7. @) Aritati ci {{x}+y}={x+ {»}} : pentru orice x,y e R.

b) Aritati ci {{x+y}+z} ={x+{y+z}} » pentru orice x,y,zeR.

Variante bacalaureat 2009, enuny adaptat
8. a) Aritafi ci [x]+[x+%] =[2x], pentru orice xe R.
b) Aritafi ci daci [x +a]=[x+b], pentru orice xR, atunci a=b.
9. Determinati m € R pentru care {x eR| (m2 —1)x+2 > 0} =R.

10. Determina cel mai mic element al mulfimii {x < R |(x+2)(x* ~4) 2 0}.

. 10
11. Se considerd 4= {x eR| (x—l)(x—?) < 0} - Determinati cel mai mare element al

multimii B={|a~b||a,beZ, a<b,[a,b]c 4}.

12. Determinati numerele naturale din multimea 4 = {x eR| J <x< 2}.

V2+43

13. Se considers mulfimile 4 = {x eR||x< 2} si B=[-3,0). Determinati ANBNZ .

14. Se considera mulimile A= {0,2,4, 6,..,50} si B= {03, 6,9,...,48} . Aflati cardinalul
fiecireia dintre multimile 4 » B, ANB si AUB.

I5. Se consideri fractia zecimals infinita %= 0,4,,... . Determinati numirul de elemente

ale multimii 4={a,a,,a;,..}.

16. Se considers fractia zecimali inﬁnitﬁ_ % =4a,,a,a,... . Determinati suma elementelor

mulfimii 4={a),a,a,,..}.

|7. Se con .d . . . . 10 .
siderd fractia zecimali infinita B 0,aa,a,... . Calculati q +aq, ot ay,.

Variante bacalaureat , februarie 2008, enunt adaptat

18. Determinati m € R pentru care {1;2} {x eR|x*+mx+4= 0} .

19. Determinati perechile (m,n) e RxR pentru care {1;2} = {x eR|x*+mx+n= 0} .
20. Determinati a € Z pentru care {x e R|x* —ax+4=0}n{0,1,2,..,2011} # .
21. Se considerd mulfimea 4 = {a +b\3 |a,be Z} .

a) Aritati ¢ numerele Va+ 243 si {\/5 } apartin multimii A4 .
b) Aritafi c3 x-y € 4, pentru orice x,y€ 4.
¢) Ariitati ci mulfimea B = {x € 4| [x]=0} are cel pufin 2012 elemente.

22. Aritati cd \/§E{a+b\f2—|a,beZ}.

Variante bacalaureat , februarie 2008

23, Determinati (x,y)e RxR pentru care x* +2xy+2y* =0.

24, Aritati ci x* +3xy+4y’ 20, Vx,yeR.
Variante bacalaureat 2009

25. Determinafi x+y+2z stiind cd x* +y* +2” +4x+6y—-2z+14=0.
26. a) Aritati cidaci x,y,zeR 5i x*+y* +z° =xp+xz+yz,atunci x=y=2z.
b) Determinati multimea {(a, b)eRxR| a*+b* +4=ab+2a+ 2b} .

27. a) Aritafi ci %Jzz, Va,b>0.
a

b) Aritati ci (a+b)(b+c)(c+a)28abc, Va,bc20.

28. Se considerd numerele x,y2>1.

Jx-1 1
x

<-—.
2

b) Aritati ci x\/y—-1+yJx—-1<xy.
29. Determinafi multimea {(a,b) eNxN| Ja+¥b= 2} .

a) Aritati ci

30.Dati un exemplu de doud numere naturale a §i b care indeplinesc conditia
Ja -log,beN".

31. Dati un exemplu de doudl numere irationale a si b care indeplinesc conditiile
at+tbeN*sia-beZ.

32. Determinati un element (a, b,c) € NxNxN care verifici conditia 2° <b <log,c.

33. Ordonati crescitor numerele.

a) \/E, 3/§,ln2; b) \/5, %/5,9/6;

1 1 1

- : = , V3, 1.
92 A N T ) 5> 1082, In2 NE)
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Tema1.2

Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)

1. Siruri

Definitie. Sirul de numere reale (x,)

x, $x,., (x,<x,,), Vn21.

.1 €Ste monoton (strict) crescdtor daci

Sirul de numere reale (=, )"Zl este monoton (strict) descrescdtor daci
x,2%,, (x,>x,,), Vax1.

Definitie. Sirul de numere reale (x, ),y €ste mdrginit inferior daci existd un numar
real (notat cu) m astfel incat m < x,, Vn21.

Sirul de numere reale (x, )”21 este mdrginit superior daca existd un numdir real (notat
cu) M astfel incit x, <M, Vn>1.

| Daci sirul (x,) . este marginit atit inferior cat si superior, spunem ci sirul este
mdrginit.
2. Progresii aritmetice

Definitie. Sirul de numere reale (a, ), €Ste O progresie aritmetici de rafie r daci
4,,,—a, =r, Vn21 (adici diferenta oriciror doi termeni consecutivi este constants).

Proprietati
la,=a+mn-)-r,vnx1. 2. a"=m, Vn>2.
2
n(a, +a, -1
il 3. S,,=—’2—)=nal+rn(n ),Vnzl,unde S,=a +a,+..+a,.

4-n=a"_a1+l, Vr2l, r=0.
’

3. Progresii geometrice

Definitie. Sirul de numere reale nenule (3, )”Zl este o progresie geometricd de rafie q daca

‘b,., =b, -q (adici raportul oriciror doi termeni consecutivi este constant).
Proprietati
V. b,=b-¢"", Vn21

e e

2. b: =b,,b,,,, Vn22.
q" -1
b — 1
3.8 = l qg-1 Ehe , unde S"=b|+b2+...+b"_
nb,, g=1

Probleme propuse

este crescitor.

1. Arétati ci sirul (a,),5, cu termenul general a, = 5
- n+
Variante bacalaureat 2009

2. Aritafi cisirul (a,)  , determen general a, =n” —n este strict monoton.

n21?
Variante bacalaureat 2009

3. Aritati ci girurile urmitoare sunt monotone.

+ I +..t+ - , Vn21
n+l n+2 n+n

b x, =\n+1-n, vn21.

1
=31 wn21.
e ;k(kﬂ) "

4. Aritati c4 sirurile urmitoare sunt mérginite.

. 1
=Y Va2l.
) % Z;k(k+l)(k+2) .

2, 2k+1
B x=Y =t
) % kz=:'k2(k+1)2

a) x, =

L
=||—, Vn2l.
o x, gkﬂ n

5. Fie progresia aritmetica (a,) , astfelincat a; =7 si a,, =43.
a) Determinati ;.
b) Stabiliti dacad numirul 2015 este termen al progresiei?
¢} Calculati suma T =a, + a5 +a; +...+ ayyy, -
6. Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a, ),.21 , stiind ci

a,—a,=4sia+a,+a,+a,=30. Variante bacalaureat 2009

7. Determinati x € R stiind c3 x, (x—l)2 si x+2 sunt in progresie aritmetici.

8. Determinati numdrul real x stiind c¢d numerele x+1, 1-x §i 4 sunt in progresie
aritmetica.

9. Aflati aeR pentru care numerele 2°~*, 272 +1, 2°*' +1 sunt in progresie aritmetici.

Variante bacalaureat 2009

10. Calculati sumele.
a) 1+4+7+..+100; b) 2+6+10+...+2010;

¢ 1+3+5+..+(2n+3), neN*; d)1+5+9+..+(4n-3), ne N*,

11. Arétati cd suma primelor n numere naturale impare este un pétrat perfect.

12. Se considera sirul (a,)_,. Stind ci pentru orice neN* are loc egalitatea
a,+a,+..+a,=n" +n,demonstrati ci sirul (a,) ,, este o progresic aritmetica.

B MATEMATICA — M1
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13. Determinati numirul natural x din egalititile:
a) 1+5+9+...+x=231.
B) 1+3+5+...+x=225.
¢) x+(x+D+...+(x+x)=45.
d) 2+5+8+...+x=57.

Variante bacalaureat 2009

14. Determinati al zecelea termen al irului x;,x,,7,10,13,... .
15, Fie (a,),,, o progresie aritmetica. Stiind c& a, +a,, =10, calculai g, +ay.

Variante bacalaureat 2009
16. Se considerd progresia aritmetica (a,) , astfel incit a, +a; +a,, +a,, = 8. Calculati.

a) g +a,+..tay; b) a,+a,+..+a,.

17. Se considera progresia aritmetica (a, ), $i S, suma primilor # termeni ai progresiei.
a) Daci a,+a, =100, a,_,+a, =200 si S, =600, determinati n.
b)Daci S,, =98, si a, =21, calculatiq, .

18. Aritati ci daci numerele reale a,b si ¢ sunt in progresie aritmeticd §i progresie
geometricd, atunci a=b=c.

19. Determinati a,b € R stiind cd numerele 2,a,b sunt in progresie geometrici si 2,17,a
sunt in progresie aritmetica. Variante bacalaureat 2009

20. Fie a,b,c numere naturale in progresie geometrici. Stiind cd a+b+c este un numir
par, aritati c¢i numerele a,b,c sunt pare. Variante bacalaureat 2009

21. Determinati x > 0 stiind ci numerele 1,x~1,x+ 5 sunt in progresie geometrica.

. 22, Fie ecuatia x*—4x+a=0, cu ridicinile x, si x,. Determinati aeR* stiind ci

| X;,X,,3x, sunt in progresie geometrica.

23, Fie ecuaia x’+ax+2=0, cu ridicinile x, §i x,. Determinati aeR stiind ci
X,, X,, X sunt in progresie geometrica.

24, Determinati primul termen al sirului a,4,,q,,4,8,16,32,... .

25, Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi 5,,6,b,,24,... .

Variante bacalaureat 2009

1 1 1
l26. Se considera numirul real s =1+5+52—+...+21—00. Ariitati ci s (1; 2).
| 1. .1 2

| 1.1
27. Arﬁtap cd s =1—E+Z_§+m+},m>-—

=
t

3 1 1 4 b-l_l.&.i-l 1 .
' 28. Fie a=1+_5'+"'+_5_ﬁ si b=l-S+-5 +...—ST_ Calculati [a]+[b], unde [x]

| este partea intreagd a numarului real x.

|29, Aritati c3, pentru orice x € R este adevirata egalitatea

2 1 _ 2 10
(1+x+x? +o4x") —x =(l+x+x"+.4x )(1+x+...+x‘2).

—_— &

30. Calculati ratia progresiei geometrice (b,, )”Zl cu termeni pozitivi, dacd b, +b, =6 si
b, +b, =24 Examen Bacalaureat 2011
3 4T 2

31. Se considerd progresia geometricd cu termeni pozitivi (5,),

astfel incit b, —b, =15 §i b, +b, =5.
b) Calculati S;.

o S S, =b,+b +..tb,,

a) Determinati b, .
32. Fie progresia aritmeticd (a,), cu elemente numere naturale. Aritati ci rafia

progresiei este un numar natural.
33, Fie progresia geometrica (b,),,, cu toate clementele numere naturale. Aritati cd ratia

progresiei este un numr natural. o
34. Stiind ca doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, =6 si b; =24, determinafi
termenul b, . Model subiect MECTS, Bacalaureat 2011
35. Se consider functia f:R >R, f(x)=x+1. Calculati suma
F2)+f(22)+-+£(2).
36. Se consider3 functia f:R >R, f(x)=3x+1. Calculati sumele:
5, =13 )+ £ ((3))+ £ ((3))+ 1((3)°)
S, =f(0)+f(1)+f(2)+...+f(11).
37. Se considera functia f:R — R, f(x)=5x-1. Calculati sumele
S, = £(0)=f(1)+£(2)- £ (3)+--+ £(59)., S, = £(0)+ £ (1)+ £(2)+...+ £ (50) si
s, = £(2)-£(2)+ £(22)-£(2)+-+1(2)-

-
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Tema 1 -3 I II * 3. Functii pare, impare, periodice.

e o Lo " . pefinitie. Fie D = R o multime nevidi centrati in origine (Vx e D <> —xe D).
Func;u. Prop"etasl generale. Lecturi graflce a.Functia f:D— R este functie pard dacid f(-x)= f(x), VxeD.

b.Functia f:D — R este functie impard dacd f(-x)=—f(x), VxeD.

Proprietati
1. Daca f:D—R este o functie impari si 0 € D, atunci f(0)=0<0(0,0)€G; .

Fie 4 si B doud mulfimi nevide. Spunem ¢i f:4— B este o Sunctie daci fieciruj
element x € 4 fi corespunde un unic element f(x)e B .
A se numegte domeniul funcfiei f, iar B se numeste codomeniul functiei J- Doua functii

sunt egale daca au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si aceeasi lege de definiie. 2.Suma f+g:D—R a doui functii pare (impare) f,g:D—> R este tot o funcfie
Graficul functiei f:A— B este multimea G, ={(x, f(x))| xe 4} = AxB . ard (impard). ) o
yicul funcpiet : d {( S@)I } ) d 3. Produsul/catul a doua functii pare/impare este o functie pard. Produsul/citul dintre o
Imaginea functiei f:A— B sau (multimea valorilor functiei f) este multimea functie par3 si una impar este o functie impara.
Imf={yeB| Ixed, f(x)=y}={f(D)|xe 4}. 4. Compuncrea a doud funcii pare/impare este o functie pari. Compunerea dintre o

functie paré si una impard este o functie impara.
Definitie. Functia f : D - R este periodicd cu perioada T dacd f(x+T)=f(x), pentru
orice xe€D pentru care x+T €D . Cea mai micd perioadd pozitivd (dacd existd) se

Observatii. 1. M(u,v)e G, © f(u)=v.
2. Functia identicd a multimii A este 1,: 4— 4, 1,(x)=x, Vxe 4.

1. Operatii cu functii _ numeste perioadd principald.
Definitie. Fie D < R o mulfime nevidi si functiile f,g:D — R . Atunci: 4, Simetrii ale graficului unei functii
* suma functiilor f5i g este functia f +g: D > R, (f +g)(x) = f(x)+ 2(x); Definitie. Dreapta x=a este axd de simetrie pentru graficul functiei f:D—> R

daci f(a—x)= f(a+x),pentruoricexe D astfel incit a-x, a+xeD.

* produsul funciilor fii g este functia /-2 :D - R, (f-8)x) = 1(x)-g(x); Punctul M(a,b)e xOy este centru de simetrie pentru graficul functiei f:D—>R

® dacd g(x)#0, Vx e D, cdtul functilor fsi g este functia i;D SR [[)(x) =@_ dacd f(a—x)+ f(a+x)=2b, pentruorice xe D astfelincdt a—x, a+xeD.
£ g 8 Observatii. 1. Graficul unei functii pare este simetric fata de axa Oy.
Compunerea functiilor. Fie f:4— B $i g:B—Cdous functii. Functia 2. Graficul unei functii impare este simetric fat de origine.
gof:A>C, (g2 /)x)=g(f(x), Vx € 4, se numeste compunerea funcfiilor gsif. 5. Functii injective, surjective, bijective, inversabile
Observatie. Compunerea functiilor este asociativa, dar nu este comutativi. Definitie. Functia f: 4 — B este:
2. Monotonia functiilor ® injectivd daci pentru orice x,,x, € 4, x, # x, avem f(x) # f(x,);

e = . . e surjectivd daci pentru orice y € B, existd x € 4 astfel inciat f(x)=y;
Definitie. Fie D R o multime nevida. Funcfia f:D— R este monoton (strict) g 3 ! A=y
crescdtoare daci pentru orice x,y e D
Funcfia f:D P R V&= x.< ¥, avem f(0)< () (f(x) < f(y) )- Definitie. Functia f:4 — B este inversabild dac3 existd o functie g:B — 4 astfel
D= K este monoton (strict) descrescitoare daca  x, yeD,x<y, avem incit gof=1, i fog=1,.Notim g = f sispunemcd f~' este inversa functiei

T@2 ) (f&)> f(»)).

e bijectivd daci este injectiva §i surjectiva.

Observatii

Observatii, 1.Functia f: 4 — B este injectivi daci si numai daci este indepliniti una din conditiile:
1. Daci raportul de variatie R, (= y)= M >0,Vx,yeD, x#y, atunci a. Pentru orice x,,x, € 4 astfel incdt f(x)= f(x,), rezultd x, =x,.
functia feste strict crescitoare, iar daci R ( i ' b- Pel.ltm onice y < 8, ef:ua¥ia 7 =.y e c el mult o solu’;ie- er 4 . -
> r(%7) <0, Vx =y, atunci Jfeste descrescitoare. 2.Functia f:A4— B e surjectiva daci si numai daci este indeplinitd una din conditiile:
2. Compunerea a dous funcfii monotone, de aceeasi monotonie, este o functie a. lmf=8.

crescitoare; comp

descrescitonre, unerea a doud functii monotone, de monotonii diferite, este o functie b. Pentru orice y € B, ecuatia f(x) =y are cel putin o solufie xe 4.

3.Functia f:4— B este bijectivd daci oricarui element y € B i corespunde un unic
element x e 4 astfel incat f(X)=y.
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4. Functia f: A4 B este inversabild daci $i numai dacg este bijectivd. Inversa

functiei bijective f:4— B este functia f™:B -5 4 care indeplineste proprietatea:
S()=yex=f"(y),unde xe 4 si yeB.

e R N el e e e T P
e e w e -  Ew--

Probleme propuse

. 1
1. Aritati ci 5 ueste perioadi pentru functia f:R—> R, f(x)={x}+ {2x}.

. 1
2. Aritati ci 5 este perioadi pentru functia f:R— R, f(x)= {3x}.

3. Determinai céte o perioadi pentru fiecare dintre functiile de mai jos.

a) f:R—)R,f(x)={—2{}+{x} ; b g:RoR, g(x)={§}+{§}.

4. Determinafia e R stiind i funcfia £ : R - R, £ (x) =(1~a®) x+4 este constanti.
. ' Bacalaureat 2011
5. Aratafi ci functia f:R—> R, f(x)= [4x~8|-2|4~-2x]| este constanti.
Variante bacalaureat 2009

6. Aritafi ci functia f:[3,8] > R, S(x)=]x-8|+|3-x]| este constanti.

4+

7. Aratafi ci functia f:(0,40) >R, f (x)=[ N 1] este constantd, unde [a] este
partea intreagi a lui a.

8. Aratafi ci functia f:(1,40) >R, f (x)= x_xl este strict descrescitoare.

9. Se considerd functile f:R-oR,f (x)=2x-1 i
Determinati aeR stiind ci fog=gof.

g:R->R, g(x)=x+a.

F10- Se considerd functia f:R—> R, f(x)=1-2x. Aratati cd functia fofof este strict
F descrescitoare. Variante bacalaureat 2009
11, Se considerd functia f:R—> R, f(x)=x"-x. Calculai (f £)0).

Examen Bacalaureat, iunie 2006
12, Determinati aeR stiind ci functiille f:R- R, fX)=x-4x si g:R>R
i’ g(x)=ax+1 se intersecteazi intr-un punct pe axa Ox . ,
13. Pentru functia fRoR, f(x)=x"-4x+2 determinati cel mai mare element al
" mulfimii 4={xeR| f(x)<2}.

;|4, Se consideri functia f:R— R, f(x)=x"-8x. Determinati suma elementelor din
multimea A={aecR| f(a)=a}.

L,

15. Aritati ci imaginea f“ncﬁeif:R*R.f(x)=xZ+in
x*-x

este intervalul I:-:l; , 3] .

16. Determinati multimea valorilor functiei f:R - R, f(x)=|x|.
Examen Bacalaureat, septembrie 2010
17. Se considera functiile f:R—- R, f(x)=x-1 si g:R> R, g(x)= x* . Determinati
imaginile functiilor feg si go f.
x

— si Im f imaginea functiei f.
x“+1

18. Se considerd functia f:R 5 R, f(x)=
@) Aritatici lgIm f .

oF 1
b) Aritati c3 cea mai mare valoare a functiei f este o

¢) Aratati ci ——;—elmf.

19. Arétati ci minimul functiei f:R— R, f(x) =x*-2x* este egal cu —1.

20. Se consideri functia f:R— R, f(x)=x"~1. Pentru o submultime A4 a lui R
definim multimea f~'(4)={xeR| f(x) € 4} . Determinai:
a [7({0,2}); b [(GA0); o f7([3.8]);
d) Determinati me R pentru care multimea f~' ({m}) are un singur element.

21. Determinati m,ne R stiind c& punctele A(1,0) si B(0,—1) apartin graficului functiei
[ ROR, f(x)=x’+mx+n.

22. Aritati ¢ urmitoarele functii sunt impare:

@) fR*>R, f()=2' -1 ihicaay
X

b f:R*SR, f(x)=x+ ;
x

9 /:R>R f@=h(x+F+1); @ f:(-3,3)—>R,f(x)=1n(:_i)'

Examen Bacalaureat, 2009, 2010
23. Aflati aeR pentru care functia f: R R, f(x)=x(e" +€™)+a este impara.

24. Determinatia+beR pentru care functia f:R-R, f(x)=x*+a’ +2¢ +bx+1 este
functie para.

25. Fie f:R — R o functie par3. Aratati c3 f nu este injectivi.

26. Fie f:R — R o functie impard. Aritati ci originea axelor de coordonate apartine
graficului functiei f.

27. Se considerd functiile f,g:R R, f(x)=2x+1 s§i g(x)=ax+b. Determinati
abeR astfelincat fog=1,.

. Fi i : = . ici fofo..o =2" " 1
28. Fie functia /:R > R, f(x)=2x+1. Aritai ¢ fofo..of(x)=2"x+2"~1, pentru

n—ori

orice x € R siorice ne N*,

B MATEMATICA — M1

-
~



-

s
29. a) Aratafi ok functia f:R SR, f(*¥)=x"+x+1 este injectivi
b) Aritafi c functia f:R >R, f(x)=x’-x+1 ny este injectiva.
¢) Verificati dacd functia f: R R, f(x)=x" +x+1 este injectivi.
d) Arétafi ca functia f:N - N, f(x)=3x+1 nu este surjectiva.
Variante bacalaureat 2007, 2008, 2009

30. Aritati ¢ functia f :[1,+w0) —[2,+®), f(x)= e | este inversabila.
x

Variante bacalaureat, 2008
31. Determinati inversa functiei bijective f:R — (0,4w), f(x)=2%".
32. Determinati inversa functiei bijective £ : (0,00) — (1,0), f(x) =x* +x+1,.
Variante bacalaureat, 2008
33. Fie g:R—> R inversa functici bijective f:R—>R, f(x)=x'+2x+3. Calculati
g(0)+g(3).
34. Aflati a € Z pentru care functia f :[1,+00) — [a,+0), f(x)=x*+4x este surjectivi.
35. Aflati aeR pentru care functia f:(—0,a] > R, f(x)=x*-2x+2, este injectiva.
36. Fie /:R— R o functie bijectivicu f(1)=2 si f (f())=4. Calculati f(4).
Variante bacalaureat, februarie 2008
37. Se considera functia f:R—> R, f(x)=ax+b. Aratati ci existi o infinitate de perechi
(a,6) e RxR pentrucare fof=1,.
Variante bacalaureat, 2009, enunt adaptat

38. Se consider3 o functie functia f : R — R. Notim H={TeR| f(x+T)= f(x)} .

a) Arétaticidacd Te H ,atunci -Te H .
b) Aritati cé dacd T,,T, e H ,atunci T, +T, e H .

Variante bacalaureat 2009, enunt adaptat

Tema 1.4

Functia de gradul I. Functia de gradul al ll-lea

1. Functia de gradul |
Functia f:R >R, f(x)=ax+b (cu a,b R, a#0), se numeste funcfie de gradul 1.
Graficul functiei f:R > R, f(x)=ax+b este o dreaptd de panti a.
Monotonia. Daci a> 0, atunci functia feste strict crescitoare.
Daci a <0, atunci functia f este strict descrescitoare.

b
x |- -4 +00

f®| -sgn(@ 0 sgn(a)

Semnul functiei de gradul I

2. Functia de gradul al lI-lea

Functia f:R—R, f(x)=ax’ +bx+c(cu a,b,ceR, a#0), se numeste functie de
gradul al Il-lea.

BY A
Forma canonica. f(x)=ax2+bx+c=a[[x+—) ——2],unde A=b*-4ac.

2a 4a
Semnul functiei de gradul al doilea Observatii
x)>0, xeR&
A<D sen(a) A<0
2 A0 —2 = ™ lrm=o, VxeR@{”MO
' S| sena) 0 sgn(a) =
x |- X Xy +00 £(<0, VxR {a<0
x)<0, VxeR <>
220 i | sem@ 0 -sga@ 0 sen@ A<0
Graficul functiei f:R-R, f(x)=ax’+bx+c este o paraboli de varf

V(—i —A) , axi de simetrie x = ——zb—, care are ramurile orientate in sus daci a > 0 si

2a’ 4a
in jos daci a<0.
Monotonia si punctele de extrem

a

x |- -L +00
1.a>0 @ N vy E

x |- -= +00
2.a<0 ™l 7 Y N

T‘{ 7
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.. A . b
e Dacd a>0, min f = S care se atinge in punctyl (de minim) x = ——z—a-.
Functia f'este strict cresciit b i stri D
oare pe —Zd’w §1 strict descrescitoare pe (—00,——2'; .
A . -
® Daci a<0, max f = —4— , care se atinge in punctul (de maxim) x = ——b— .
a 2a
. . b N
Functia feste strict crescitoare pe [—?,m) si strict descrescitoare pe (—oo,—i} ;
a 2a
b
. - . . L . .XI +% S
Relatiile lui Vi¢te. Fie x,,x, ridicinile ecuatiei ax® + bx+c=0. Atunci a
e -
XX ==
a

Observatii.

L +x=(n+5) -2x%; £ +x =(x+x,) -3xx,(x +x,).

2. Ecuafia de gradul al Il-lea cu ridicinile x, si x, este x*—sx+ p=0, unde
s=x+x,§i p=x-x,.

Probleme propuse

1. Determinati functia de gradul I al cirei grafic trece prin punctele A(1,2) si B(-1,0).
2.Se functia SRR, f(x)=2x+1.  Determinati functia
&:Ro R, g(x)=ax+b stiind ci graficele functiilor /si g sunt simetrice fati de:
a) axa Ox; b) axa Oy ; ¢) punctul 0(0,0).
3. Determinati functia f:R—>R stiind ci graficul siu si graficul functiei
8:R—R, g(x)=-3x+3 sunt simetrice fati de dreapta x=1.
Variante bacalaureat 2009
4,53 se determine a,bcR stiind ci functia f :[L3]>[a8], f (x)==2x+1 este
bijectiva.

considera

5. Determinati a,be R stiind ca functia f:[1,4] > [L7], f(x)=ax+b este bijectiva.

6. Determinati me R astfel incét functia f:R >R, f(x)=(m>-2)x—-3 si fie strict
descrescatoare. Variante bacalaureat 2009

_ m-1

T 2m+2

a) Determinati m stiind ca functia f,, este strict crescitoare.

b)Determinati m stiind cd A(1,0) € G/.'

¢) Determinati m stiind ca f,,(1) > £, (3).

d)Determinati m stiind ca f,, () = £,,(3).

7. Se considerd functiile £, :R - R, £, (x)

x+3, me R\{-1}.

——

8. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) [x+1=2Ix; b) Ix* -4 =3x;
o Ix+2l+lx* +x-2/=0; d) |x-3|+[4-x|=1.
Variante bacalaureat, februarie 2008

9. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile.

x _x+l1 x*-16 p
- 0; d -2 -3x+2)<0.
x(x+4)> ) (x )(x X+ )

1
—22; b < 3
9 x+1 ) x+2 x-1

10. Rezolvati in multimea numerelor intregi inecuatiile.
a) 3x2-5x+2<0; B 2x*+3x+520.; ¢ x*-5x*+4<0.
11. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile.
a) Ix-1<3; b lx-1+lx+1<4; o l-1l<1.
12. Rezolvati in multimea numerelor intregi inecuatiile.
a) lx+2<1; b) 12-4x<2lx-3; olx+2l+x2-4|<1.
13. Se considera functia f :(0,0) - R, f(x)=x—2m+2. Determinati m € R astfel incat
graficul functiei f'sd nu intersecteze axa Ox.
14. Determinati toate functiile de gradul intdi f:R —> R strict crescitoare care in-
deplinesc conditia (fo f)(x) =4x+3, VxeR.

Variante bacalaureat 2009

Variante bacalaureat, februarie 2008

15. Determinati soluiile intregi ale inecuatiei x* +2x-8<0. Bacalaureat 2010

16. Aritati ci solutiile ecuatiei x* +2x+ =2 sunt irationale.

x2+2x

17. Determinati valorile reale ale lui m pentru care dreapta x =2 este axad de simetrie a

parabolei y = x> +mx+4. Bacalaureat 2011

18. Determinati multimea valorilor functiei f:R >R, f(x)=x*+x+1.
Bacalaureat 2011-model subiect

19. Determinati multimea valorilor functiei f:(0,0) > R, f(x)=x"—4x+1.

20. Se consideri functia f:R > R, f(x)=x"-2x+2.
a) Determinati imaginea functiei fo fo f .
b) Determinati aeR stiind ci imaginea functiei g:(—0,a) >R, g(x)=f(x) este
intervalul [1,+).
¢) Determinati me R stiind c& f(m-x)=f(m+x), VxeR.

21. Determinati meR stiind ci varful parabolei y=x’+(2m—-1)x+m’+m este in
cadranul 1.
22, Determinati a e R stiind ci distanta de la varful parabolei de ecuatie y =x* +2x+a

la axa Ox este egald cu 1. Variante bacalaureat 2009

23. Determinati functia fde gradul al doilea daca f(-1)=1,f(0)=1, f(1)=3.

Variante bacalaureat 2009
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24. Determinati a,b € R stiind ci varful parabolej y=x®+ax+b este V(1,2)-

25. Punctul¥(2,3) este varful parabolei asociate functiei f:R—oR, f(x)=¥+ax+b.

Calculati 1(3). Bacalaureat 2011

26. Determinati a,beR stiind ci dreapta x=2 este axi de simetrie pentru parabola
y=-x"+ax+b sici punctul este M (1,2) apartine aceleiasi parabole.

27. Determinati meR stiind ci vérful parabolei asociate functiei f:R — R,
f(x)=x"+2x+m" se afli pe graficul funcfiei g:R >R, g(x)=x*.

28. Se consideri functiile £, :R >R, £, (x)=mx’ -2(m-1)x+m+1, meR".
a) Determinati m stiind ca graficul functiei f,, nu intersecteazi axa Ox.
b) Determinati multimea valorilor functiei f,.
¢) Determinati imaginea functiei g:R - R, g(x)= f; (sinx).
d) Determinati m stiind ca dreapta x =2 este axi de simetrie pentru graficul functiei £,
¢) Determinati m stiind ¢cd f(x) >0, VxeR.
) Determinati m stiind c& f(x)>0, Vx>0.

29. Determinafi m € R pentru care ecuatia x* ~x+m’ =0 are dous solutii reale egale.
Bacalaureat 2010

30. Fie functile f:R-R,f(x)=2x+a 5i g:R->R, g(x)=x-a. Determinati

acR pentru care (fog)(x) >0, oricarear fi xeR. Bacalaureat 2010

31. Determinati ae R pentru care graficul functiei f:R-R, f(x)=(a++Xa~Dx+a-1,
| intersecteazi axa Ox in doud puncte distincte.
' Variante bacalaureat 2009

32. Seconsideri functia f:R >R, f(x)=(a-1)x*+2(a+Dx+a+l, aecR.

| a) Determinati a stiind cd ecuatia f(x) =0 nu are nicio solutie.

b) Determinai a stiind ci inecuatia f(x) >0 nu are nicio solutie.

¢) Determinati a stiind ci graficul functiei f este tangent axei Ox.

d) Determinati a stiind ci vérful parabolei asociate graficului functiei f se afla pe

dreapta x=2.

33. Determinati aeR astfel incdt valoarea minimi a functiei

L f(x)=x*+Qa-Dx+a® +1 este egali cu 2.

34, Aflati aeR pentru care functia f:(1,+0) >R, f(x)=x"+(2a-1)x+a* +1 este

strict crescitoare.

35. Aflafi aeR pentru care functia f: (—0,2) >R, f(x)=-x"+(2a+1)x+a* +1
este strict crescatoare.

36. Determinafi meR astfel incat radicinile x si x, ecuafiei # +H2m+3)x+m+1=0
verific3 pe rand conditiile.

a) —1-+i=l; b x =%

X

f:RoR,

9 lx,—x2|=1; d x, +1=x,.

’!E"

37. Se considerd ecuatia x*—-(2m—-Dx+m—-1=0, meR cu ridicinile x si x,.
Determinati valoarea minima a expresiei x;x, +x,x2 .

38. Se considerd ecuafia x’—(2m+1)x+m+1=0,meR cu radicinile x siox,.
Determinati m € R stiind ¢ x'x, = x,x; .

39, Determinati m € R stiind c& ridicinile ecuatiei x* +2(m~1)x+m —1= 0 au semne opuse.

40. Se considerd ecuatia ax’ +bx+c=0 cu coeficienti reali si cu radicinile x, si x,.
Aratati cd dacd x,-x, <0, atunci x,x, €R si x, #x,.

41. Aflati meR stiind ci {xe R| x*—x+m =0}n{xe R| x*-2x+m+10= 0} 0.

42, Fie ecuaﬁia x’+2x+a=0 cu radacinile x, si x,. Determinafi aeZ stiind cd
x,,a,x, sunt in progresie aritmetica.

x

X+l

a) Determinati mulfimea valorilor functiei f.

b) Determinati me R stiindcd f(x)<m, VxeR.

¢) Determinati n€ R stiindcd f(x)2n, VxeR.

43. Se considerd functia f:R >R, f(x)=

44, Fie x, §i x, radicinile ecuafiei x* +x-13=0.

%

% % x '
2+25,-13 2 +2-13

2+x,-12 24+x-12°
¢)Aritaticd S, =x +x; € Z, VneN.

a) Calculati b) Calculati

45. Fie x, §i x, ridicinile ecuatiei x’+x-3=0. Determinati a,beR stiind ci
radicinile ecuatiei x* +ax+b =0 sunt = si Ly
X
46. Determinati o ecuatie de gradul al doilea cu coeficienti intregi care are o radicini
X, = 1+3.
47, Determinati numerele reale a si b stiind cd solutile x, §i x, ale ecuatiei

x* —ax+b=0 verifici relatiile x, +x, =3 si xx; +x,x’ =6.

x+y=3
48, Rezolvati sistemul X L y_ 2 ,unde xeR, yeR.
y x 2

2x+y* =3

2

,unde xeR, yeR.
Xt +2x-y* =2

49, Rezolvati sistemul {
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Tema 1.5

Puteri si radicali. Ecuatii irationale

Functia f:R - R, f(x)=x",unde neN, n>2, se numeste functie putere.

Functia f:D >R, f(x)=%x, unde neN, n>2,si D=R daci n este impar,
respectiv D =[0,+0) daci n este par, se numeste functie radical de ordin n.

Functia radical de ordinul 2 este f:[0,0) > R, f(x)= Jx , iar functia radical de
ordinul 3 este f:R >R, f(x)=3x.

Proprietati

1. Functiile f,g:[0,0) —>[0,00), f(x)= x*" si g(x)= 2{'/; , unde neN*, sunt functii
bijective, fiecare fiind inversa celeilalte.

2. Functile f,g:R—>R, f(x)=x>"*si g(x)=2"Yx, unde neN*, sunt functii
bijective, fiecare fiind inversa celeilalte.

3. Functia putere de exponent impar este strict crescitoare pe R. Functia putere de
exponent par este strict descrescitoare pe (—0,0] si strict crescitoare pe [0,+0).

4, Functia radical de ordin impar este strict crescitoare pe R .
Functia radical de ordin par este strict crescitoare pe [0,+x).

5. Functia radical de ordin impar este convexi pe (—0,0] si concavi pe [0,+0).
Functia radical de ordin par este concavi pe [0,+0).

Proprietati ale puterilor
Fie a,beR*, r,se€Q.

1.8=1s5il'=1; 2, a"-a°=a""; 3. (a.b)'za’.b’; a. (a')s=a"’;

8.|®

)=

Proprietati ale radicalilor

5 r—a"" 6 (g)’_a’. pentrua>lavema’ <a’ < r<s
. - s . e . .
b’ pentruae(0,1) avema” <a’ & r>s

Pentru a,beR si nkeN, nk23 impare sau pentru ae[0,+w0), be(0,4+w) si
nk e N' numere pare, avem

2. ,"[a.b={'/a_-</—5; 3. ngﬁ,b;&(); 4.</_=n-<:/—a—k;
b b
s-a;="an,k22; 6. n’%/____n\k/;-; 7. %<%©a<b.

= - e .- - -
S Ol SIS - e = = == ST - - - S 5 e e o e e e - - s -

1. "a" =a;

Probleme propuse

4. Ordonati crescitor numerele

) 2,34 5 Variante bacalaureat 2009
a N N .
b) NE) 5,48 Variante bacalaureat 2009

1 1 1
) BB T
V243 246
2,46, X E
2. Aritafi cid [J" n] =1, VneN, n22,unde [a] este partea intreagd a numarului real a.

3. Aritati cd numirul a= N7+ 43 + \]7 —44/3 este numr natural.

Variante bacalaureat 2009

1 . 1 . 1
4. Fie x e R astfel incat x+—=4. Calculati x2+?- si x3+—x—3.
x

5. Fie functia f:R-R, f(x)=x’-4x+2. Ordonafi crescator numerele
70).£(~2).7(3B).

6. Fie neN\{0,1} fixat. Determinai un numdr acR\{0;1} pentru care

a\la\]a... a eN.
S e,

» radicali .
7. Daci x=+5-a+vV4+a,ae [—4,5] , determinaji in functie de x expresia

J5-a-Ja+a.
8. Aritati ca \/2\/2\/%/5 e(1,2).
9. Aritati ci \}6\3]6\/‘ 6..4/6 €(1,6), pentruorice neN, n22.

10. Determinati a € Q dacd %?— =27.
11. Arditati ci (Ji+1)(4/5+1)(€/§+1)(‘62+1)=EJ-2_1—_T.

este natural.

1 1 1 1
i + + +...+
12.Ardtafl A numr 1+42 2+ 3+/4 \/9_9+m

Variante bacalaureat 2009
13.Aritati ¢ numarul \}3 -J29- 124/5 —+/5 este intreg.
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14.Fie x € R astfel incat ¥5S—x +Y3+x =3, Determinati I5-x-V3+x.
15.Numirul V101 scris sub forma de fracie zecimala infinita este egal cu ay,q,

Determinati a, .

16.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile.

a) Jx+2=x.
b Vx+1=x-5.
o x+Jx=6.
d) Jx+1=1-2x.

17.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile.

@) Vx* —2x+1=x+1.
b) V2x-1=x.
o Vx-1+V2-x =1.
d) Jx+1=5-x.
o [Vx-1=2.
18.Rezolvati urmitoarele ecuatii:

\/x+4+2\/x—4 i

V-4 Jx+4 BEN
1

)] "144_2":4 ~u
x-4 x+4 3

19.Rezolvati urmatoarele ecuatii:

@) J(x+2)(x+3)=12.
by Vx+2-Vx+3=112.

a)

20.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile.

a) \/;+x+1_§
x+1 Jx 2

B) V&' +x-1+x +x+2 =3.

o x +2+\/; 10

2+x x 3°

21.Rezolvafi in multimea numerelor reale ecuatiile.

@) Yx+1=2

B Yx-1=1-x.
O N=x=1+x.
&) Yx+1=1-2x.

ati in multimea numerelor reale ecuatiile.

zz'RezolV

=
X W Tl +Jax-3-aJx-1=3.
dera functia f:[1,+00)—)]R, f(x)=J;2Jx—1 Fx+3-4Vx-1.

23.5¢ consil
a) Rezolvati ecuatia f(x)=1.
: % ecuatia f(x)=m admite cel pufin o solutie reals.

Variante bacalaureat 2009
a LTS '
o Variante bacalaureat, februarie 2008

b) Determinati m € R stiind ¢

functia £ :[L+o) >R, f(x)=x+2Jx-1 efx+3 4401,

a) Rezolvati ecuatia f(x)=3.
b) Pentru m € [3,+00), aratafi ca ecuafia 7(x)=m admite o singurs solufie _—

24.5¢ considerd

Bacalaureat 2019
Variante bacalaureat 2099 ]
Variante bacalaureat 2009 25.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile.

@) Jx+x=2.

p Jrrl+ix-3=2.
o x+2 +Jx=4.
d) x+log2x+€/;=2.
o x+1+¥x=5.

26.Determinati perechile (x,y) € R® pentrucare x+y+6= 2Wx-1+4y+2.

Variante bacalaureat 2009

Bacalaureat 201

Variante bacalaureat, februarie 2008

Bacalaureat 1999

27.Rezolvati in multimea numerelor reale urmitoarele inecuati.

a) Jr+2<x.
b) Jx+2>x.

o 2-x >1.

Variante bacalaureat 2009

Variante bacalaureat 2009
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Tema 1.6
Func;.[a exponentiala si functia logaritmica.
Ecuatii si inecuatii exponentiale si logaritmice
1. Logaritmi

Definitie. Fie a>0,a#1 si x>0. Unicul numir real y cu proprietatea a” = x se

numeste Jogaritmul numarului x in baza a si se noteazi log, x .

Cu alte cuvinte, log, x = y daca si numai daci o” = x.

Observatii. 1. Dacd a =10, numirul log,, x =Igx se numeste logaritmul zecimal a] lui x

2, Daci a=e, numirul log, x =Inx se numeste logaritmul natural al lui x.

Proprietatile logaritmilor

1.a%*=x,Vx>0; 3.log,a=1Va>0,a%1; 5,y = yots

2.log,a"=x,VxeR; 4,log,1=0,Va>0,a=1;
Operatii cu logaritmi

1. log, x+log, y =log,(xy), Vx,y>0; 3. log,x” = plog, x, Vx>0, VpeR ;

x
2. log, x—log, y=log, (;)’ Vx,y>0; 4.log, x =iloga x, Vx>0, Vp e R*,
p

Schimbarea bazei unui logaritm
log, x

1. log, x= ,Va,b,x>0,a,b#1; —
og, a lga Ina’

2, log, b-log, c=log, c, Va,b,c > 0, ab=l;

3.log, b= !
log, a

,Va,b>0,a,b#1.

2. Functia exponentiala si functia logaritmica
Functia exponentiald de bazi a (a >0, a#1) este functia f:R — (0,), f(x)=a".
Functia logaritmica de bazia (a>0, a =1 ) este functia g:(0,0) > R, g(x) = log, x.
Proprietati

1. Functiile exponentiali de bazi a si logaritmici de bazi @ sunt functii bijective, fiecare

fiind inversa celeilalte.

2. Functiile exponential de bazi a si logaritmici de bazi @ sunt functii strict crescdtoare

daci a>1 si strict descrescdtoare daci a e ©,1).

3. Functia exponentiala de bazi a este convexi pentru orice @ e O,Hu,x).
Functia logaritmica de bazi a este concavi daci g > | §i convexd dac3 a e(0,1)

- -
N e E EmEm o e oo o - - --o-—--—~w-—--
e v - -
Ll e

ye
v afi exemplu de numere a,be N care indeplinesc conditia Ja- log, be N*.

--/log23-log34-...-log3,32; p) aitlrd 16

Probleme propuse

i Determinati un triplet (a,b,c) € Nx NxN care verifici conditia 2 <b <log;c.

/Calculati:
log, 10+log, 6—log, 15 b) log, 12-log,3-log,9;

c) 108,/5 2/-3- -10g3 25 ﬁ’logzo]z(tg x) + 10g2012 (Ctg x)’ X € (0’1) ;

. longS

4, Aratati cd:
a) log,5€ 2,3); b) 3e(log,9,7logs2);

) 2¢(log; 4,45); @) 3 e(V2,l0g,27).
5, a) Exprimati, in functie de a =log; 2, numérul 5 =log,, 18.

b) Exprimati, in functie de a=1log;, 2, numérul b = log, 20

¢) Exprimati, in functie de a =log; 5, numarul b =log,s45.

d) Exprimati, in functie de a =log, 3 si b=log, 5, numirul ¢ =logs60.

Bacalaureat 2009, Variante MEdC

/6{ Calculati sumele:

)7’A=Iogax+loga x? +log, x* +...+log, x" ,unde a,x>0,a#1, neN*;
15 B=Invx+n2¥x +n*¥x +...+1n""Vx , unde x>0;

1 2 3 999
C=lg—+lg—+lg=+..+lg——;
A C=lgyrlesvlagttlegg,
d) D= L + ! +.+ : -2 £ log310,unde ne N*.
lg2-1g4 1g4-1g8 1g2"-1g2"™" n+l
¢ E 1 1 1

= + +...+ .
log, 1+log, 2+...1og, 10 log;1+log; 2+...10g; 10 lgl+1g2+...+1g10
7. Calculati suma S =[Ig1]+[lg2]+[lg3]+...+[1510°*].
Bacalaureat 2008, Variante MEdC
8. Fie a,b > 0. Aritati c3 au loc urmatoarele echivalente:

a+b a+b=lga+1gbc>a

lga+lgb 2 2

Qlg——=2"_° 5 g°+b"=Tab; bl =b;

Ve 2 N abi  Ble=; 2

. c)1g2a+3b=lga+lgb@ge{l’g}; d)lga+3b=lga+lgb<:>a=3b.
5 2 b 4 243 2

Bacalaureat 2008 — 2009, Variante MEdC
9. Aflati domeniul maxim de definifie D al functiei f:D — R, definitd prin:
@) f(x)=log;(2x-4); b) f(x)=lglx+)+1g(x-1);
9 f@=log,1-x*5 &) f(x)=10g,,,(2-9);
& f(x)=log,(x*~Tx+12); P f(x)=log,(x*);

B MATEMATICA — M1
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10. @) Aratati cd functia f:(0,00) > R, f(x) = x+log; 2" este injectiva.
b) Ariitati ci functia f:(0,00) - R, f(x)=x—log, 2" este injectiva.
11. Fie xe(0,1)u(l,) si numerele a,b,c >0 astfel incat log, a, log, b, log, ¢ sunt in
progresie aritmetic3. Aritati ¢d a, b, ¢ sunt in progresie geometrica.
Bacalaureat 2003
12. Fie numerele a,b,c,x€(0,1)U(l,©) astfel incit log, x, log, x, log, x sunt in
progresie aritmetici. Aratati ci 1+log.a=2log, a.
13. Fie numerele distincte a,b,c € (0,00)\{1} in progresie geometricd. Aritati ci are loc
log, x—log, x _log, x—log, x
log, x - log, x

egalitatea » pentru orice x € (0,00)\ {1}.

14. Rezolvati ecuatiile:
a) 24 =512,
o) (0,25)** =32;

b 7 =49;
@3V =9,
A+x-x?

e) 2x2+x =4x2-x+l; f) (\/5) == 3 27 .
15. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatiile:
a) 4x2_5x+6 =16* ; b) 2x .4x+l ‘8x+2 = 16x+3 :

D) (g)w' (i) -2 9 9ﬁ-275=81*~
4 27 2 ’

ix. Ex—l_s' 3 x+1 25 1-x 625
&) 5 -

16. Rezolvati ecuatiile:

a) 2" +4* =20; b 9 -3 =72;
¢ 5 +5%=2; d) 16*-3.4" =4;
e) 22x+1+2x+2 =160; ﬂ 221_3.2x+]+8=0;

2x+l x x -x
g 3™ -10-3 +‘.+27=0; h) 2°+16-27" =10. Bacalaureat 2009, Variante MEAC
17. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) (2—\/5)2x=(7+4\/§)_x; b) («/5+l)x+(\/§—l)x=6-

18. a) Aritati ci, pentru orice numir real x, numerele 2%, 4%, 8* sunt termeni consecutivi
al unei progresii geometrice.
b) Aritati i existd un unic numir real x pentru care numerele 2%, 4%, 8" sunt termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

19, Determinatj xeR pentru care numerele 321 gr_3 si 3*+6 sunt termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice. *{
20. Rezolvati ecuatiile:

a) log, (3x2 —x-—2)=3;
) log, (3x-2)+log, (x+2)=4;

b) log, ., (x2 ~3x+1)=1;
d) log,,, (2x% +5x42)=2.

21. Rezolvati ecuatiile:

a) log, (log;(logs x)) = 0; b) log, [4-logs(x+3)]=1;

c) logs (2x2 +1)-logs(x+1)=1; d) logs(x+1)~2logs(3x-7)=-1;

e) log;(x+4)+log3(2x-1)=1og;(20-x); D 1+logy(x+1)=logy(x+2);

2 logy(x+1)+logs(x+1)+logg(x+1)=22; h) log, x+10g‘/—2- x+logﬁ x=14,
Bacalaureat 2009, Variante MEdC

22. Rezolvati urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale:
a) 2log;(9x)-3logy; x=6; b) log, (9x)+logz x=4;

¢) logo(2x+10)-log,,;3=1; d) log2(2x)+3log,(4x) =13;
e g2 x—5lgx+6=0; P 4lg* x-101g? x* +36=0;
g) log; (9°-6)=x; h) log, (9% +7) =2+1log, (3" +1).

23. Aflati numerele reale x >2 pentru care numerele log,(x-2), log, x si log,(x+4)
sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
24. Se considerd numerele reale a,x € (0,%0), a #1. Demonstrati ci:

n .
log , x+1log 55 x+108 54 x+...+108 sy X = n_+—110g" x , pentru orice n € N*,

25. Rezolvati urmitoarele ecuatii in mulfimea numerelor reale:
a) (3x)l+log3x =81 : b) xlog2(4x) = 8 ;

C) 310g]001 100=410g10x10; d) 1010g2x =2l°g%x;
e) log;(5—-x)+2log;V3-x=1; j)logm(x+l~Jx+2)=2;

26. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

log, (\/;+ x+2)+2log4 (\/x+2 -x/;)=log2x.

><Fie a € (1,00) un numar real fixat. Se considerd expresia

E(x) =Jloga {4/;+log,r s‘/;+\/loga </§+logx 4% ,unde x € (1,0).

a) Verificati egalitatea E(a)=1.

log, x, dacd x>a

Jlogx a, daci xe(l, a).

¢) Rezolvati ecﬁa;ia E(x)=a.

b) Aritati ci E(x) ={
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Tema 1.7

Numere complexe

C={z=x+iy|x,yeR} ,unde i* = -1, este multimea numerelor complexe.

Dacd z=x+iy, unde x,yeR, numerele reale x si Y se numesc partea reali gi

respectiv partea imaginard a numirului complex z; notim x =Rez, y=Imz.

Elementele multimii iR* = { lyl yeR\{0} } $€ numesc numere pur imaginare.

Modulul unui numir complex z = x +iy este numirul real | z |= |/x + 2 .
Proprietdti: 1. |z|20,VzeC; |z|=02=0.
2. |z-z,|=|z] |2z [,Vz,z, e C.
3.1z, +2,|<|z|+|2z],Vz,2,eC.
Conjugatul unui numir complex z =x+iy este numirul complex ;=x—iy.
Proprietati: 1. 7, +z, =z +Z, vz,z,eC; 3. |z|=|;|, VzeC;
2. H:Z-Z, Vz,2,eC; 4. z-;=|z|2, VzeC.
Observatii. 1. zeR daci si numai daci Z=z;
2. z € iR* dacd §i numai daci z =z .

1. Forma trigonometrica a unui numir complex

Pentru orice numar complex nenul z = x + Iy existd si sunt unice numerele reale r > 0
si @€[0,27) astfel incat z = r(cosp+ising).

0, daci x>0si y>0
Avem r=|z|=\/x* +)? si (o=arctg(1)+k7r,unde k=<1,daci x<0
x

2,daci x>05i y<0

Dacd x=0si y >0, atunci ¢=§;dac5 x=0 si y<0, atunci ¢=3—”.
2

o Operatii cu Numere complexe scrise sub forma trigonometrica
' z=r(cosp+ising), z, =r(cosgy +ising,), z; =ry(cos @, +ising,) . Atunci: -
L. zz, =pp, (cos(g, +@,)+isin(p +9)); 2. 2" = r"(cosng +isinng) ;
1 1
3. —=—(cos(~p) +isin(-p)): A 4 jsi
: ~(cos(~p) +isin(~p)); 4, Z—Z(cosm — @) +isin(p, - g,)).
Fie neN, n>2. Raddcinile de ordinul n ale numirului co
g o+2kn

Sunt z, = {'/_r-(cos—hF 2 +is
n

mplex z = r(cos g +isin )

- ), k=0,1,...,n-1. Riddcinile de ordinul n ale

Unitdtii formeazz multimea U, = {zeclzn =1} ={ os2L+zsm2k—” k=0,1,.,n- 1}
n n yeeny

*.  2.Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie
A1. Formula distantei dintre doud puncte: MN = |z, —zy |.
A2- Patrulaterul ABCD este paralelogram daci i numai daci z, +z, =z +2p.
A3. Fie punctele O(0), A(a), B(b), C(c), D(d) in planul xOy. Atunci: ;
—-c

m(AOB) = argﬁ ;  b. m(BAC)= arglc,—_%; <. m(4B,CD) = arg

—-a

d-
d. ABICD & =5

cR*: e ABLCDo 3= ciRre;
-a

f. A, B, C sunt coliniare dac3 si numai dac3 i e R*;
c—a

5 babd

g. 4, B,C,D sunt conciclice sau coliniare dacdi —— e R*,

c-a c-d
A4. Fie A(a), B(b), C(c), A'(a), B'(b"), C(c). Atunci:

a. Triunghiurile la fel orientate ABC §i A'B'C’ sunt asemenea daci b a brw

c'-a' c-a

b. Triunghiurile invers orientate ABC §i A'B'C’ sunt asemenea dacd ——
’ ¢-a' c-a
Observatie. Triunghiul 4BC este pozitiv orientat daci sensul A-B-C, parcurs pe
cercul circumscris triunghiului ABC, coincide cu sensul direct trigonometric. In caz contrar
triunghiul ABC este negativ orientat.

A5. Fie Ry, rotatia de centru M si unghi a. Considerdm punctele A(a), B(b), C(c). Atunci:
a. Dacd B=R;(A), atunci b=a(cosa +isina).
b. Dacid C =Rj(B),atunci c—a=(b-a)(cosa +isina).

Probleme propuse

£ Calcula;i:
1+i+i2 +..4i;

}/1 T LY L
9 (1-i)(1+2)-32-i) P @+3-20-0-202-1;
1-)0-2)0-2)..(1-2¢); /2+1) +(2-0);

((1 2i)(3i - 1))
/g) 5 4+43; 4 31
Bacalaureat 2007 — 2009, variante MEdACT

b +3i+1—3ieR;
1-3i 1+3i
/y(m)m - eN;

/pf(l+z) +(1-0"" eN;
Bacalaureat 2008 — 2009, variante MEdCT

/ Demonstrap ci

/)4 3i 4 31 <z
//(3+1~/_) +(3—l\/_)

)20
e cos—+zsm eR;
70 (cosZvin?)
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@1) Determinati x,y € R stiind ca x(1+2i) 4+ YQR-i)=4+3i. :
a+ 2§

—c
2+ai

1
———oe e
a(l+i)+1-2;

Bacalaureat 2008 ~ 2009, variante MEdCT
Determinati numerele complexe z care verifici relafia z+7i=6.z .
z+1 1

z+3 2
k( Determinati numerele complexe z care verifici relatia 2z+z=3+4i,

Bacalaureat 2008, variante MEJCT
\Fle zeC. Aritati ci daci 2z+3zeR ,atunci zeR.

- b) Determinati numerele reale a pentru care

¢) Aflati ae R pentru care numirul z =

z

‘) Determinati z € C stiind ci

are partea reali egali cu %

sé{Fle zeC. Aritati ci daci z? +z 2 2]z| ,atunci zeR.
' Bacalaureat 2009, variante MEJCT

4
\@ a) Calculati —+ —, stiind i z este solutie a ecuatiei z2 —4z+16=0.

27
b) Calculati —7—7, stund cd z este solutie a ecuatiei z? +3z+9 0.
8
¢ Calculai z* -2 unde z este solutie a ecuatiei z2 +2z+4=0.
\7\\\q‘atat1 cddaci zeC" verifici relatia z +|z| +z =0, atunci z*°'° = zzono.
atati ca dacd zeC” venf'cé relatia z? lzl +z = 0, atunci 720 = ;**'° :

4
X(Aritap cddaci ze C" verifici relatia z+iz=0 , atunci ( l I]
z

x Determinati numerele complexe z care verifici egalitatea:

a) z* —zz b) z =ijz.
Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:
a) 22 +100 = 0; b)z =2i;

c)‘z -4z+5=0; d) 22 -82+425=0;

3 2
e z4+822—9=0; » (z-l-l) +(z+l) +z+1+1 0
z-1 z—1 z-1

8 2 -(+i)z+i=0 k) i +(3+i)z+2-2i=0.

Bacalaureat 2008 - 2009, variante MEJCT

')10 Aritafi c3, daci £ este soluie a ecuatiei x* +x+1=0, atunci, pentru orice a,b,c € R

are loc egalitatea (a+be+ce ?)(a+be? +c£)20.

61 1. Aritati ci dacd @ este solutie a ecuatiei x> —x+1=0, atunci, pentru orice a,b,c € R

! ¢ loc egalitatea (a- b+ ca® Wa+ba? —cw) 20.
. .. 2 1
-,A‘emonstmti ci 2Rea <lal’, unde a este solutic a ecuafiei x*—2ax+a’+1=0,

acR.
. 1 . : iei ax? —(2a-Dx+a=0
a) Demonstrafi cidacd aeR §i a> 5 atunci solutiile ecuatiei ax” —(2a
au modulul 1. ) .
b) Demonstrafi ci dacd aeR si lal<2, atunci solutiile ecuafiei x* ~ax+1=0 au
modulul egal cu 1.
@ Determinati modulele solutiilor ecuatiei 2009x% —2-2008x+2009 = 0.
\/Detern‘unatl argumentul redus al numerelor complexe nenule z care verifica relatia:
b) |z—1|-|z ;
9 lz=il=lz-1l; Q) 2 =-2i.
@ Demonstratl cd oricare ar fi zeC* imaginile geometrice ale numerelor complexe

4

a) z+z= |Z|,

0, z, z si z+z sunt varfurile unui romb.
emonstrati cd oricare ar fi z e C* imaginile geometrice ale numerelor complexe

z, iz, i’z §i i’z sunt varfurile unui patrat.

- .

}r@)emonstra;i ci imaginile geometrice ale solutiilor ecuatiei x> =1 sunt varfurile unui
triunghi echilateral.

1 emonstrati ci: "
. . @) imaginile geometrice ale numerelor complexe z care verifica relatia (z+iz) =0
sunt situate pe dreapta de ecuatie x+ y=0.

—\4
n* b) imaginile geometrice ale numerelor complexe z care verificd relatia (z-iz) =0

sunt situate pe dreapta de ecuatie x—y=0.

'}@(a) Aratati ci dacd z e C astfel incét |z| =1, atunci z° + ) <2.
b) Aratati ci dacd z e C astfel incét |z| =1, atunci |22 - 5 <2,

nev -

—2009 |
¢) Aratati ca pentru orice z € C are loc relatia (2002 299 )(z +12°°9) 20.

h) Demonstrati ci pentru orice z € C* are loc relatia = <2.
1-cosa-isina .
i i z=——————  Ardtaticd Rez=0.
wFle acR\{2k+D)r |keZ}siz ool inina
Mréta;i ci 1+itgp =1+1:tgn(p ,oricarearfi neZ si (oeR\{qn I qu}.

i 1-itge 1-itgng
’y
g*
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Tema1.8

Metode de numarare. Elemente de combinatorica.
Matematici financiare

-

1. Probleme de numarare
Pentru orice ne N* senoteazicu n!=1-2-..-n 5i 0!=1,

Numirul submulgimilorunei multimi finite cu » elemente este 2”.

Regula sumei. Dacd un obiect 4 poate fi ales in m moduri, iar un obiect B poate fi
ales in # moduri, astfel incat nicio alegere a lui 4 si nu coincida cu vreo alegere a lui B,
atunci alegerea ,lui 4 sau B ” poate fi realizati in m+n moduri.

Regula produsului. Dacd un obiect 4 poate fi ales in m moduri, iar pentru fiecare

astfel de alegere, un obiect B se poate alege in 7 moduri, atunci alegerea perechii (4,B)
poate fi realizati in m-n moduri.

Principiul includerii §i excluderii. card(4 U B) = card 4 +card B—card(4 " B) .

2. Elemente de combinatorica

O submulfime ordonatd cu k elemente a mulfimii 4
(%5350 %, ) € A%...x 4, incare x; # x;, pentru orice i,j =1k, i# j.
k—ori
Permutari.Fie 4= {a,,az,...,a,,} o multime cu n elemente. O permutare a mulfimii A
este o multime ordonati formati cu cele n elemente ale mulfimii 4. Orice functie bijectiva
f 1 A—> A defineste o permutare a mulfimii 4.

Numirul permutirilor unei multimi cu » elemente este P, = n! (permutdri de n). Prin
conventie, F, =1.

Aranjamente. Numirul submultimilor ordonate cu k& elemente dintr-o multime cu n
1
elemente este A* = (—nk? =n-(n-1)-...-(n-k+1) (aranjamente de n luate cdte k).
n—k)!

Combinari. Numirul submultimilor cu k elemente dintr-o multime cu n elemente este

1
ct-__n =n-(n—l)-...-(n—k+l) . 5. p
Lty o (combindri de n luate cdte k).
Proprietati

1.Formula combinrilor complementare: C* = C**;

2.Formula de recurenti pentru combiniri: C* + C** =¥

n+l *
3.Co+Ch+..+Cr =2". 4.C0+C+Cl 4. =C+C+C +.. =21,

k k+1
G

5. kCk = "C:-—ll . g n+l
k+1

n+l’

N Observatii. Fie 4 o mulfime cun clemente si B o mul

este un k-uplet

time c\'n m elemente. Atunci:
q.Dacd n<m numirul functiilor injective f:A—> B esteegal cu AL
. = ? ;i e
Daci m=n, numirul functiilor bijective f:A—>B este’ egalcu P, =n!. Ao
2.1) 5 ABcRgsins<m numirul functiilor strict crescitoare/descrescatoare f:4—
3. ac '] =1,

este egal cu Cn.

3. Binomul lui Newton | ‘
( b) = O +C'a" B +...+ Cra" bk +..+Cb" , pentru orice a,beC si neN*.
a+t - N n n
inomi 1 termeni.
1.Dezvoltarea binomiald are n+ ~
2. Termenul general al dezvoltarii este T,y = Cta kp¥ (termenul de rang k+1)

3. C* se numeste coeficientul binomial al termenului T, .
d n

- - -
- v e m e om
- om om s A e m S -
- -
- -
-—-
P

Probleme propuse
nl+(n+1)! 15
y&temﬁnaﬁ me N pentru care £ 0=
n+(n+1)!

<24.

P Determinafi ne N pentru care e 7,

rminati >3 astfel incat CZ, 3 =3.
/,' pete e e » Variante bacalaureat 2009

/ Determinati x € N, x 22 astfel incat C?+ 4% =30.
7{Determina;i neN, n>2 astfel incat C2+ A2 =18.

Q6. Aratafi & (20!)° divide numirul 40!

. . . "2 0
il i erelor intregi inecuatia Cy,,s >10.
/- Figolia umu s : " Variante bacalaureat, 2008

’ : n n o
/. a) Rezolvati ecuatia 4,,, +C, = 4.
e o3,

inati incat Ci”
b) Determinafi x & N astfel 2 Variante bacalaureat, 2008

. 11, 2, 1313
ACalculatl CY+Ci5 +Cis + Gy Cis -
100 101 102
Ton 2G50+ Coon )

6. Calcutati
0. Calculati
: : e

A Aratati i Cop = 2

a+h?

pentru oricare a,b e N*.

/-—]z."Aratati ci ity < Coons -

L]

.

B MATEMATICA - M1

W
~



ik 7 b
;f::alcula;i Cio —Cio +Cio = Cfh +C8y ~CJ2 ./
2 Determinati x € R pentru care Ciy+C2 +Cf +C8 +C8 + Cio=2".
L s ~
:Iil’f.Determmap nstind cd C, +C> +C’ +...=1024 . 2 =029 [ a-b )

. Ol +Chg +C2 +...+CI®
V‘. Calculati —0—1%0 100 o
\ Cioo +Cioo + Cigg +...+ Ciy

200
)177 Determinati termenul care nu il contine pe x din dezvoltarea (3/; +L) E
b

/ : ’
A'18. Fie a e R*. Aflati termenul care-1 contine pe a* din dezvoltarea (az +%)
a
Variante bacalaurear 2099
2}@ Determinati x stiind i suma dintre termenii al treilea i al patrulea din dezvoltares
5
t ( 2% _1) si fie 20-2%. _ Variante bacalaureat, februarie 2008

\A"*m. Determinati numarul termenilor rationali din dezvoltarea (\/5 +32 )m.

21. Calculati sumele:
@) Cory =2Ch,y +2°Ch, == 22 Comi -
b) Cpy +3C3, +37Ch +..+3°C2.
) Cip+57Ch +...+5°Cl0
22. Din cei 18 baieti §i 11 fete aflati intr-o clasi se alege o echipi de 7 elevi.

a) Determinati in cite moduri se poate alege aceasti echipi.

b) Determinati care este numirul de echipe care se poate forma stiind ci sunt 4 baieti.
23. Determinati numirul de segmente orientate cu extremititile in varfurile unui poligon

convex cu 100 de laturi.

Aflafi numarul de submultimi ale mulfimi {1,2,3,...,18} care contin elementul ”1”.

25. Determinati probabilitatea ca alegand o functie f:{1, 2,3} {1, 2,3,4,5} aceasta sa

fie strict crescitoare,

26. Determinati probabilitatea ca, alegénd o functie £ :{0,1, 2,3} > {0,1,2,3}, aceasta sa
indeplineasca proprietatea SO+ D+ )+ f3) =1.

27. Determinati probabilitatea ca, alegdnd o functie f:{l, 2,3,4,5} 5 {1,2}, aceasta si
fie surjectiva.

28. Un elev se Joaci cu cifrele 1, 2, 3,45iculiterele a, b, ¢, d, e, f, forménd ,,cuvinte” cu
5 astfel de semne diferite (cifre sau litere) intr-o ordine oarecare.
a) Cite , cuvinte” poate forma elevul?
b) Cate ,cuvinte” se pot forma astfel incat primele doust semne s fie cifie?
c) Cite astfel de , cuvinte” poate forma elevul astfel incét si foloseascd numai litere?

29. a) Aflati numiryl de submultimi cu 3 elemente ale mulfimii A = {1,2,...,8}.

ST etTsss—sie L pmisruvegw W T VL FERIAINY T U UIUPALA ° F. DUMITREL

terminati numérul elementelor unei multimi care are 45 de submultimi cu exact

. ~ elemente. ) SR o »
& ‘g)m:ﬂa;i ne N* pentru care multimea A4={1,2,...,n} are 35 de submultimi cu ex

- k Y . . o e
TS pred ele(r;;e‘;immea A=1{0,1,2,...,9} . Determinati numirul submultimilor multimii 4
Se

i xact doud sunt numere pare.
care au 5 elemente, dintre care e Variante bacalaureat 2009

& ici isti i 2,4,6sau8?
5 de trei cifre distincte se pot forma cu mfrple , 4,
30. a) Cate npumere de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 3, 5, 7 sau 9?
de patru cifre, nu neapdrat distincte, se pot forma cu cifrele 1, 3, 5, 7, 9?

») Céte numere
¢) Cite numere Variante bacalaureat 2009

"1, @) Aflafi numarul functilor /:(1,2,3,4) > {1,2,3,4) cu proprietatea /() = /(4).

h '..b ) Aflai pumirul functiilor f:{0,1,2} — {2,3,4} care venﬁczT re!apa f (2)_: 2i .
&) Aflai numarul functilor £:{0,1,2,3} > {0,,2,3) cu proprictatea f(0) = /(1) =2.
d) Aflai numarul functiilor f:{0,1,2,3,4} = {0,1,2,3,4} cu proprietatea f (1)~=1 .

% h,e ) ’Aﬂati numirul functiilor f:{1,2,3} > {1,2,3,4} pentrucare f(l) este numir par.

i numarul functiilor strict monotone f : {1,2,3} — {1,2,3,4,5} .
,a 2 ke ' Variante bacalaureat 2009

32. @) Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numir din multimea numerelor naturale de
. doui cifre, acesta si fie patrat perfect. . ‘

i 'L"b) Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de
trei cifre, acesta si aibd exact doui cifre egale.

iul ¢) Calculati probabilitatea ca, alegand un numir din mulfimea numerelor naturale de
doui cifre, acesta si aiba suma cifrelor egali cu 4. o
d) Calculati probabilitatea ca, alegind trei cifre din multimea {0,1,2,...,9}, acestea si
fie toate pare. '
¢) Determinati probabilitatea ca, alegind un numir din primele 40 de numere naturale
nenule, acesta s3 nu contini cifra 7.
J) Determinati probabilitatea ca, alegind un numir din primele 30 de numere naturale
nenule, acesta sa contina cifra 1. : : )
& Se considerd multimea A= {1,2,3,4,5,6}. Alegem la intimplare o submul{ime

nevidi B a luj 4. Determinati probabilitatea ca B s3 aiba toate elementele impare.
Variante bacalaureat 2009

33. Calculati probabilitatea ca, alegind un element din mul{imea {\/—’7 |n eN,n< 100} ’
acesta sa fie numr rational.

34, Se consideri multimea A4=1{1,2,3,4,5,6}. Calculati probabilitatea ca, alegind o
Pereche (a,b) din produsul cartezian Ax 4, produsul numerelor a si b si fie par.
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Tema 1.9

Vectori in plan. Geometrie vectoriala.
Geometrie analitica

1. Vectoriin plan .
Regula paralelogramului: in paralelogramul ABCD avem AB+AD=AC.
Regula triunghiului. In triunghiul ABC avem AB+BC=AC.

Consecinta. AB=0B-0A, pentru orice punct O din plan.

fnmultirea vectorilor cu scalar. Pentru u un vector oarecare din plan si pentru un
numir real k, ku este un vector cu aceeasi directie ca §i u , de modul egal cu |k|-|u| si
care are acelasi sens cu u pentru k >0 si sens opus lui u, pentru k<0.

Teorema medianei (forma vectoriald). Punctul M este mijlocul segmentului [4B]
daci si numai dac3, pentru orice punct O din plan, avem OA+OB=20M.

Punctul care imparte un segment intr-un raport dat. Pentru un punct M € 4B

astfel incat MA = kMB , avem OM = %m —lik_o—é , pentru orice punct O din plan.
Relatia lui Leibniz. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC daci si
numai daci O4+ OB +0C =30G , pentru orice punct O din plan.
Relatia lui Sylvester. Fie H si O ortocentrul, respectiv centrul cercului
circumscris triunghiului ABC. Atunci OH = O4+0B+0C .

Produsul scalar dintre vectorii @ si v este @-v=ii|-|¥|-cos(@,V).
Proprietatile produsului scalar
@) uv=vu;

b u-G+w=uv+n-w; Pia-v=0cild.
iV

la]-¥]

e cos(ii,v) = s ¢ a-v>0 (@, <%; d) ii-{:'<0c>(i1,i5)>§.
2. Vectori in planul xOy
Un vector u = xi + y}' are coordonatele (x, y) si scriem i(x, y).

Proprietati importante. Fie ii(x,y) si v(x',y") doi vectori din planul xOy. Atunci

L lul=yx+y*.

2. ﬁ(x,y)=§(x',y')c>x=x', y:y"
3. d-v=xx"+yy'.

4, i(x,y) Lv(x',y) & xx'+y'=0.

e

5. cos(i1,v) = xXryy

sz +yz Jx.z+y.z :
7. Vectorul de pozitie al punctului A(x,,y,) €xOy este Fa=x,i+y,J.
8. Pentru douZ puncte 4 si B din planul xOy avem AB = (x, —x,)i+(y; - y,)J -

6. i(x" || v(x',y')@%=l,

!
!

| | 3.Dreapta in plan.

Fie d o dreapti in planul xOy. Panta dreptei d este tangenta unghiului format de dreapta
cu semiaxa pozitiva Ox. Ecuatia generald a unei drepte d este d:ax+by+c=0.

Proprietati importante. . .
1. Dreapta care trece pin punctul A(x s ‘) si are panta datdi m are ecuatia
]i
d:y—yA=m(x—'x4)' ' R
. 2. Daci dreapta d are ecuafia d 1y =mx+n, atunci m este panta dreptei d.
3. Daci dreapta d are ecuatia d: ax+by+c =0, atunci panta dreptei d este egald cu

m=‘£’ b#0.
b - E .
4. Doui drepte sunt paralele dacid si numai daci au pantele egale, adici
d|"d2c>'nl=m2'

5. Dous drepte d, §i d, sunt perpendiculare dac3 si numai dacd m, -m, =-1.
- 6. Distanta dintre punctul A(x,.y,) si dreapta d:ax+by+c=0 este

‘ |ax, +by, +c|
d(4d)=—"/——>5 -
. ( ) Jat +b?
: =0 coincid dacd -aL=P'—=£'—
7. Dreptele d, :ax+by+c =0 si d,:a,x+b,y+c, =0 coinci % B Cz'

8. Dreptele d,:ax+by+¢ =0 si d, ta,x+b,y+c, =0 sunt paralcle (si neegale)
daca 4 =-b'— # 5‘—.
az bz cz . . . . rs
Chiar daca nu este scopul acestui capitol, considerim util s introducem aici citeva
aplicatii ale determinantilor in geometrie. _ ' -
9. Fie A(x4,v4) st B(xs ys). Ecuatia dreptei AB cu scrisi cu ajutorul
x y 1
determinantului este 4B:|x, y, 1=0.
xg yg 1
10. Fie A(x,,y,)» B(xz,¥s) §i C(xc¥c)- .
Aria triunghiului 4BC, scrisi cu ajutorul determinantului, este egali cu

« xg Ya l
:S“C =%|AI, unde A=|x; ygz 1.
xe ye !
11. Punctele A(x,¥,), B(xz.73) §i C(xc,yc) sunt coliniare daca si numai daca
xg Ya 1
A=ix; yp 1=0
xc Yo 1

‘—_-___..._-_.._..._-__--_-.-—--—--_-————————————————_—-_——
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Probleme propuse

1. 5S¢ Ensid‘zﬁ. triunghiul 4BC si punctele M, N ,P astfel incat AM =MB, BN = 2N\C
si AP =2CP. Aritati ci punctele M, N P sunt coliniare.

2.Se considerdi paralelogramul ABCD s§i punctele E si F  astfel
AE = EB, DF =2FE . Demonstrati ca punctele 4, F' si C sunt coliniare.

Variante bacalaureq; 2009 |

incat

3.Se considerd triunghiul MNP si punctul 4 astfel incit m=§MN. Determingy;

numerele reale a i b pentru care PA=aPM +bPN .

4. Se consideri paralelogramul ABCD si punctul E astfel incat AE = %AB § Determinaﬁ

numerele reale a si b pentru care CE=aAB+b4D .

5. Fie hexagonul regulat ABCDEF de laturd 4. Calculati modulul vectorului AC+BD.
: Variante bacalaureat 2009 .
6. Se considerd triunghiul ABC cu laturile 4B=3 §i AC =4. Daci D este punctul de
intersectie dint_rf,_ bisect_o.area _ullghiului A si dreapta 4B, determinafi numerele reale a i

b pentru care AD=aAB+bAC.

7. Se considerd triunghiul ABC si punctele M, N,P mijloacele laturilor AB, BC, respectiv
AC. Ariatati cd AN+BP+CM =0.

8. Demonstrati ¢a pentru orice punct M din planul paralelogramului ABCD are loc
egalitatea MA+MC = MB+ MD .

Variante bacalaureat 2009

9. Fie M un punct din planul triunghiului ABC astfel incét AM +BM +CM =0. Aratati
cd M este centrul de greutate al triunghiului ABC.

10. Se considera patrulaterul ABCD si punctele M si N mijloacele laturilor AB si CD.
Aratafica MV =—(BC+4D).

11. Se considera triunghiul ABC si punctele M,N,P astfel incat AM = ZW, BN = 2NC si
CP =2P4 . Aratati ci triunghiurile ABC 5i MNP au acelasi centru de greutate.

12. Fi.e H ortocentrul triunghiului 4BC. Aritati ci daca AH+BH+CH =0, atunci
triunghiul 4ABC este echilateral.

13. Se considera triunghiul 4BC, cu lungimile laturilor 4B=c, AC =b si un punct D
astfel incat AD =bAB+cAC . Aritati cd semidreapta [AD este bisectoarea unghiulul
BAC., Variante bacalaureat 2009

14.1n planul xOy se consideri triunghiul ABC astfel incat AB= 41-'—3;', AC =-5i+ 12} :
Determinati perimetrul triunghiului ABC.

15. In planul xOy se considers vectorii u=4i+ 3}' .

a) Determinati un vector v de lungime 6 coliniar cu u.
b) Determinati un vector w de lungime 5 perpendicular pe u.

&

i a eR pentru care vectorul u=ai—3j este paralel cu dreapta

Determin®
g,_.x_‘_y-2=0- R e Al r
; derd triunghiul 4BC astfel incat AB=4i+3j, AC=i+2j.

I“;'.:::minaﬁ lungimea medianei din 4.

inati vectorului BG , unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

13 triunghiul ABC astfel incit 4B =—4i+3/, 4C =5i+12j . Determinati

ol ipision d
const iy
I : nea bisectoarct din 4. o | |
W iul ABC are misura unghiului A de 60°, AB=4 5 AC=5. Calculati
19. Trung u Examen Bacalaureat, iunie 2011
% \"75.4C.

L1 Iin snsteID“l de coordonate xOy se considera punctele M(L-2), NE3,-D, A(-1,2).
22 i inca fi lelogram.

" Determinati tele lui O astfel incat MNPQ s fie paralelogra

{ ']?‘? ‘atl ooodoce? 2 Examen Bacalaureat 2011

2 Eij-éteﬁnihati aeR stiind c& vectorii n=2i+3j siv=(a- 1)i+j au aceeasi lungime.
22. Fie vectorii #=mi+3j §i v

Ll g ) .
: gi v sifie perpendiculari.

=(m- 2)_1:—;' . Determinati m >0 astfel incét vectorii u

93, Determinati cosinusul unghiului format de vectorii % =i+ 2}' si v=3i- J.
9. }\ﬂap 4R pentru care unghiul dintre vectorii =i+ si v=ai—j estede 60°.
25. Se considerd triunghiul 4ABC astfel incét AB =—4i +3], BC=i+2j. Determinati
= é;ordonatele vectorului 4D, unde D este proiectia lui 4 pe dreapta BC.
26, Aritati ca unghiul vectorilor u=5i-4j siv= 2i+3] este obtuz.

| Variante bacalaureat 2009
-2{ Se considerd triunghiul ABC astfel incét AB =—4i+3], BC =4i+3j. Determinati

lungimea fnaltimii din 4.

28, Paralelogramul ABCD are AD =6, AB=4 si m(ADC)=120°. Calculafi lZT) +4B|.

>

Coaty Examen Bacalaureat 2010
29. Determinati aria triunghiului ABC stiind ca BA =2i+ si BC=~i+3].
30.In sistemul de coordonate xOy se considerd punctele A(1,4), B@3,1), C(-L1).

i~ Determinati coordonatele vectorului AG, unde G este centrul de greutate al

triunghiului ABC. s

b 2 - - . - |

3.1' Se considera vectorii si v astfel incét |u|=4, M=3 si COS(u,V)"'lZOO- >
LA <
Determinati: a) 7.7 ; Bluedl; o cos(;,;+v). ke
32.De . g - - L~ - N E
2 terminati unghiul dintre vectorii u §i v stiind cd lul =3, M=2siu-v=-3V3. e
Y Determinati ecuatia mediatoarei segmentului 4B, unde A(2,3) §i B(-3,-2) =
Variante bacalaureat 2009 -

43
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34. In planul xOy se consider3 punctele A(1,1) si B(-1,3).

a) Determinati ecuatia dreptei care trece prin O(0,0) si este paralel cu dreapta 4B.
b) Determinati punctul C € Ox pentru care AC L AB.

35. Se considerd punctele A(1,3), B(2,-1) si M(1,—1). Determinati coordonatele punctelor
C'si D pentru care patrulaterul ABCD este paralelogram cu centrul in M.
36. Se considerd punctele A(-1,-5) si B(2,1). Determinati coordonatele punctului M

— D
pentru care AM =gAB.

37. in sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd punctele A(6,0), B(0,6) si
C(12,12) . Determinati coordonatele punctului M(u,v) astfel incdt AM =BM =CM .
Examen Bacalaureat 200]
38. Scrieti ecuatia dreptei ce contine punctul 4(2,5) si este paraleld cu vectorul u=2i-j.
39, Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul M(1,2) si este perpendiculard pe
vectorul ;=-1:+}'.
40. in sistemul de coordonate xOy se considerd A(3,5), B(-2,5), C(6,-3). Determinati
ecuatia medianei corespunzitoare laturii [BC] in triunghiul ABC.
Examen Bacalaureat 2010
41.0in sistemul de coordonate xOy se consideri A(2,1), B(-2,3), C(1,-3) si
D(4,a), a € R . Determinati a astfel incit dreptele AB si CD s3 fie paralele.
42.Fie G(1,0) centrul de greutate al triunghiului ABC, unde A(2,5) si B(-1,-3).
Determinati coordonatele punctului C.
43. Calculati distanta de la punctul 4(2,2) la dreapta determinati de punctele B(1,0) si
c(0,1).
44, Determinati a € R pentru care dreptele d,:ax+y+2011=0 §i d,:x-2y=0 sunt
paralele.
45. Scrieti ecuatia care confine punctul A(3,2) si este perpendiculari pe dreapta
d:x+2y+5=0. Bacalaureat 2011, model subiect MECTS
46. In sistemul de coordonate x0Oy se considerd punctele A(1,2) si B(-2,1). Determinati
ecuatia perpendicularei in 4 pe dreapta AB.
47. in sistemul de coordonate xOy se consider3 punctele 4 (-2,3) si B(0,1). Determinati
distanta de la punctul M (1,5) la mediatoarea segmentului [4B].

48, in sistemul de coordonate xOy se considera punctele 4(1,1), B(5,4) si C(2,-3).
Determinati ecuatia inaltimii din C.

49. Determinali acR pentru care distanta dintre dreptele d,:x+y+2011=0 si
d,:x+y+a=0 este egali cu 2.

l 50 Determinati a € R pentru care dreptele distincte d :3x+4y+2=0, d,:3x +4y=0

§i dy:3x+ 4y +a =0 sunt echidistante.

Determinati ecuatia dreptei 4| stiind ca dreptele d, si d, :x+2y+4=0 sunt simetrice

fatd de axa Ox. .

52, Determinati a+ b stind ca punctele A(L,2) si B»(—l,vl) ' apartin  dreptei
d:x+ay+b=0.

51.

53 Determinati m € R stiind ca dreptele d,:mx+(m-2)y+2=0si d,:y=3x+] sunt

paralele.

54, Determinati a+beR stiind ci dreptele d,:x+ay+2=0 s5i d,:y=-2x+b
coincid.

55. Fie punctele 4(-13), B(L-1) 5i C(a,b),unde a,beZ.
a) Aratati ca, dacd 2a+b#1, atunci punctele 4,B si C sunt necoliniare.

b) Aritati ci dacd b este numar par, atunci aria triunghiului 4BC este un numdr
natural impar.



T —

Tema1.10

Trigonometrie. Aplicatii ale trigonometriei siale
produsului scalar in geometria plana

1. Elemente de trigonometrie
Cercul trigonometric este un cerc de razi
1, cu centrul in originea reperului cartezian,
Axa Ox se numeste §i axa cosinusurilor,
iar axa Oy se numeste axa sinusurilor.
sin

M (cos x,sin x)

Formule trigonometrice fundamentale.

Pentru urmitoarele formule considerim numerele reale a,b astfel incat si aibi sens
urmétoarele formule. ,

1. Formula fundamental3 a trigonometriei. sin®a+cos’a=1.

2. Reducerea la primul cadran.

. (7
2.1. sm(;—a):cosa, cos(%-a)=sina, tg(—’zf— )=ctga, ctg(%—a)=tga.

2.2. sin(r—a) =sina, cos(zr—a)=—cosa, tg(r—a)= —tga, ctg(r—a)=—ctga.

23. sin(7+a) =-sina, cos(z+a)=—cosa, tg(r+a)= tga, ctg(r+a)=ctga.

2.4. sin(27-a)=-sina, cos2r—a)=cosa, tg(2r—a) =—tga, ctg(2r—a)=—ctga.
3. Paritatea functiilor trigonometrice.

sin(—a) = —sina, cos(-a) =cosa, tg(-a) = —tga, ctg(-a) =—ctga .
4. Periodicitatea functiilor trigonometrice. Pentru orice k € Z avem:

sin(2kz +a)=sina, cos(2kz+ a)=cosa, tg(kr+a)=tga, ctg(kz + a)=ctga,
5. cos(atb)=cosacosbFsinasinbd, sin(a+ b) =sinacosb+tcosasinbd,
6. sin2a =2sinacosa, cos2a=cos’a—-sin’a=1-2sin’a=2cos’a—1.
7. tg(ath)=-B2E180 o, 2Ed

1 T tgatgh 1-tg’a

1-cos2a

’

: 1+
8. sin’a = 2, 1+cos2a

2

at

’ : i 9, Transformarea sumelor in produse si a produselor in sume
! - b aFxb
2

a. sinatsinb =2sin cos d. sinasmb=—;-[oos(a—b)—COS(a+b)]

a+b a-b
cos

1
b. cosa+cosb =2cos ; e.cosacosh =5[cos(a—b)+cos(a+b)]

bin f_;ﬁ ; f.sinacosb= %[sin(a —b)+sin(a+b)].

. a+
c. cosa—cosh=-2sin

a i 2 1-7 2
10.Pentru t=tg§ avem sma=l—+—t7, cosa=m, tga=T7, atkrn, VkeZ

2. Aplicatii ale trigonometriei si ale produsului scalar in
geometria plana v

Considerém triunghiul ABC cu notatiile cunoscute: a=BC, b=AC si c=AB, R este
raza cercului circumscris triunghiului, p este semiperimetrul triunghiului 4BC, iar r este
raza cercului inscris.

Teorema cosinusului. in orice triunghi 4BC avem a® = b* +¢* —2bccos 4.

s . . b
Teorema sinusurilor. In orice triunghi ABC avem .a == _c =2R.
sind sinB sinC

Formule pentru aria triunghiului. Daci notim cu S, este aria triunghiului ABC
avem:

S e = BT T = pr ,unde h, este indltimea corespunzitoare laturii a.

Formula lui Heron S ;. = \/p(p—a)(p—b)(P"C) .

" Formule pentru triunghiul dreptunghic. Daci triunghiul 4BC este dreptunghic cu

ipotenuza BC, avem: S ;. = %c- =Zh

s = ge , iar mediana din 4 este m, =lBC .
2 a 2

Formule pentru triunghiul echilateral. Daca triunghiul 4BC este echilateral cu

A5, ali a3 o3

= simedianadin4 este m, =h, =——.

latura g avem: S, = , R= ,
o Swe =Ty 3 6 2

3. Functii trigonometrice inverse si ecuatii trigonometrice

Functia arcsin :[-1,1] - [_%’%} este inversa functiei sin : [-—%,%] -[-11].
Proprietégi. 1.sinx=y <> x=arcsiny, xe€ [—%’%]’ ye[-L1].
2. arcsin(sinx)=x, Vxe [_%’%] ; sin(arcsin y) = y, Vy e[-1,1].

3. arcsin(-x) = —arcsinx, Vx e[-1,1].
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4. Pentru x€R ecuafia sinx=y are soluii doar daci ye[-11], iar S A Probleme propuse
multimea solutiilor est =1)* arcsin y+ & - ‘
3 " = cgalian {( ) yrizike Z} ' 4. Calculati: @) § =sin’1° +sin”2° +...+sin” 90°;
2 = i k ¢
5. Daci sin f (x) =sing(x), atunci /(¥)=(-1) g(x) +k7, keZ. B) P=sinl®-sin2°-...-sin2011°.
Functia arccos ;[_1,1] -5 [0, ,;] este inversa functiei €0s :[0, 7r] - [—1, 1] . 2. Calculati: @) S =sin 1° +sin2° +...+sin360°;
Proprietati. 1. cosx =y < x=arccosy, xe[0,z], ¥ € [-L1]. b) P=cosl®-cos2’-....cos2011°.
2. arccos(cosx) =x, Vx [0,7]; cos(arccosy) = y, Vy e[-11]. 3. Calculati: @) tg1°-tg2°-...-1g89";
3. arccos(—x) =z —arccosx, Vxe[-1L1]. b) cos1® +cos2’ +...+cos179°.
. R ia cosx=y are solutii doar daci k. : 1
4. Pentru xeR ecuatia cosx=y tii doar daci ye[-L1], iar - A J§0=4
mulfimea solutiilor este egald cu {tarccos y+2kz|ke Z} ) sinl0” cos10
5. Daca cosf(x) = cosg(x) , atunci f(x) = ig(x)+2kﬂ-’ keZ. 5, Fie ae R astfel incit tga =2 . Calculati:
ina+ 2sin* a+1
6. arcsin x+arccosx = —, vxe[-11]. M; b) sm_za
2 sina cos“a
7. si = inx)=v1-x, Vx -1,1]. 0~ ;
sin (arccos x) = cos (arcsin x) = v e[-1,1] 6. Caloulati a = tg78 otg18 _, b=sin108° cos48° —cos108° sin 48"
- o2 T 1+tg78tg18
T
Functia arctg :R - (—E E) este inversa functiei tg: (_E 5) ->R. 7. Aritati ci sin40° -sin140° = cos? 130°.
a7 8. Calculati:
Proprietiti. 1. tgx=y < x=arctgy,xe (‘E,‘E)a yeR. ; 23z T T
22 a) sin75%cos15°; b) cos——-sin—; ¢) sin—.
12 12 12
2. B3 et o e ma
arctg(tgx) =x, Vxe( 2’2 J tg(arctgy ) ¥, VyeR. 9, Determinati cel mai mare element al multimii {sm 1,sin2,sin 3} .
3. arctg (~x)=-arctgx, VxeR. 10. Comparati numerele sinl si cosl.

4. Pentru xeR ecuatia tgx=y are solutii pentru orice yeR, iar
multimea solutiilor este egali cu {arcig y+kz |k € z}.

5. Daci tgf(x)=tgg(x),atunci f{x)=g(x)+kr, keZ.
Functiaarcctg :R — (0,7) este inversa functiei ctg:{0,7) > R.
Proprietati. 1. ctgx=y <> x=arcctgy,xe(0,7), yeR.

11. Pentru sina=%, ae(%,ﬂ), calculati: @) sin2a; b) tga.

12, Stiind ci sinx = ¥ si xe (%,ﬂ) , calculati cosx .

Bacalaureat 2011, model subiect MECTS

@ Fie x un numiir real care verifici egalitatea tgx +ctgx =2 . Ardtati cd sin2x=1.
% arpctg (Ctgx) =% Vs (0,7!); ctg(arcctg y) =), VyeR. ) Variante bacalaureat 2009
3 arcctg (—x)=r ~arcetgx, VxeR.

4. Pentru xeR ecuafia ctgx=y are solutii pentru oricey R, iar

14, Fie multimea 4 ={0 Z Z,fr, 32”} Care este probabilitatea ca, alegind un element

T IFR THIYASTVWIT TS Tie T W I TRS WY T IR P RRIIAITTY T W WiVYrARR T T VM RER

multimea solutiilor‘este egali cu {arcdg y+kx |k e Z} . . din multimea 4, acesta s fie solutie a ecuatiei sin’ x+cos’x=1?  Bacalaureat 2010.
5. Daci ctg f(x) =ctg g(x), atunci f(x)= +kx, ' inx—
gf (x)=ctgg(x) J(x)=g(x)+kr, keZ. 15. Calculati sinx—cosx (O,E)
(7
6. arctgx+arcctgx=§, vxeR. sm(z—x)
7 e l N arct _'l_ V * i 1
. tg(arcctg x) = > si ctg(arctgx) =8, Ve R . 16. Daci acR astfel incit sina+cosa = 3 calculati sin2a.
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1 7.'Daca a,beR astfel incat sina+cosb=1 §i cosa+sinb = l , calculai sin ( . b) .

2

18. Pentru a,be(o,%) astfel incat a—b=% aratafi ca tgb—tga+tgh-tga=—1.

2+J§

z
19. Aritati cd cos 3

2
20, Determinati xe[O,ir) stiind ci numerele sinx, sin2x, sin3x sunt in progresie
aritmetica.
21, Calculati raza cercului inscris in triunghiul 4BC stiind ¢& 4B=AC=5 si BC=38.

Examen Bacalaureat 201 ]
22. Se considerd triunghiul ABC cu 4B=6, AC=4 i A= 2?” . Determinati.

a) Aria triunghiului ABC.
b) Perimetrul triunghiului ABC.
¢) Raza cercului circumscris triunghiului ABC.

23. Se consider3 triunghiul ABC. Aritati ci daci sin® 4 +sin® B =sin’ C, atunci triunghiul
ABC este dreptunghic.

24, Fie triunghiul ABC. Aratati ¢i daci cos® 4+ cos® B=2cos’ C, atunci a* +b* = 2¢2.

25. Se consideri triunghiul 4BC cu 4 =% si B =—;5 . Calculati cosC.

26. Se da triunghiul 4BC cu raza cercului circumscris R =6 si 4 =% . Calculati BC .

27. Calculati lungimea razei cercului circumscris triunghiului 4BC, stiind ¢ BC =3 si

cosA=—l-.
2

28. Se considera triunghiul ABC cu laturile a=3, =3 si c=4. Calculai.
a) AB- A—(f; b) Raza cercului circumscris.
29. Se considera triunghiul ABC in care a+c = 2b. Aritati ci sin 4+sinC = 2sinB.

30. Aratati ci dacd in triunghiul ABC este adevirati relatia o’ sin23=%, atunci
triunghiul este dreptunghic.

31. Calculati sinusul unghiului ascutit dintre dlagonalele dreptunghiului ABCD, stiind ci
AB =6 si BC=38.

32, Se considerd paralelogramul 4BCD cu AB=6, BC=4 si m(<d4)=60". Aflati
distanta de la D 1a AC.
33. Determinati lungimea celei mai mici indltimi a triunghiului ABC cu laturile 5,6 si 7.

34, Determinati lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic cu laturile in progresie
aritmetica cu ratia 1.

35 Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC in

care are loc relatia

sin B+cos B =sinC +cos C . Demonstrati cé triunghiul 4BC este isoscel.

Variante bacalaureat 2009

36. Fie ABC un triunghi cu tgd = 2, tgB =3 Determinati masura unghiului C.

Variante bacalaureat 2009

37 Determinati raza cercului inscris si raza cercului circumscris unui triunghi cu laturile

3,45i5.

8. Determinati numerele naturale a pentru care numerele a, a+l si a+2 sunt lungimile

laturilor unui triunghi obtuzunghic.

39. Calculati:

Variante bacalaureat 2009

L\ (B B (\B).
a) aIcsin5+arcc057; b) arcsm[——;)+arcsml, c arcth arcsin 7 |}

d) arctg (\/?; ) + arcctg(\/f ) + arcctg(-ﬁ ) 3 e arcctgg —arcctg (—-\/-3- ) i

40. Calculati:

.1 . (7 1Y
- a) sin(Zarcsin%); b) cos(2arcsm§); c) sm(;-—arcsmg) 2

.1
d) cos (/r —arcsin 3-) ; e tg(2arctg 3).
41, Rezolvati ecuatiile.

2
a) sinx=—;-, xe[0,27]; b) cosx=-=>, xeR;

¢ sinx+cosx=1,x€[0,27); d) tgx=—\/§,xe(0,7r);

e) sin2x=cosx, xeR. Jf) sinx =cosx, xe[0,47r];

g sin2x = _%’ X€E [—71',0] L

42, Rezolvati ecuatiile.

4 T
i = | = -—1, xeR_
a) sm(x+ 3) cos(x 6)

b) arctg \/§+arctgx=-’2£, xeR.
c 3sinx+\/§cosx=0, xeR.

d) sinx=1+cos’x, xeR.

e arcsin%+arcsinx =%, xe[-11].

Variante bacalaureat 2009
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Partea
Algebré (clasele XI-XII)

Tema 2.1. Permutdri. Matrice. Determinanti
(clasa a XI-a)
Tema 2.2. Sisteme de ecuatii liniare
(clasa a XI-a)
Tema 2.3. Structuri algebrice
(clasa a Xll-a)
Tema 2.4. Polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ
(clasa a Xll-a)




Tema 2.1

Permutari. Matrice. Determinanti

. 1.Permutéri

Definitia 1. Fie 7 un numar natural nenul. O functie bijectivi o : {1, 2, ..., n} — {1,

., 1} € numeste permutare de grad n.
Mul';unea permutirilor de grad n contine n! elemente §i se noteaza S,

1 23 4
4 13 2
acest caz o(1) =4, 6(2) = 1, 6(3) =3 5i 6(4) =2.
Inmultirea permutarilor. Fie o §i T doud permutiri de grad »n. Pennutarea o1, unde
,,0“ este operatia de compunere a functiilor se numeste produsul permutanlor o §i T §i se
noteazﬁ oT.

Proprletagl
1 fnmultirea permutirilor este asociativi, deci au sens expresii de forma

o' =0-0-0---0 , pentru orice ¢ € S, §i orice numir natural nenul k.
e !

9

Exemplu de permutare. Functia o =[ ) este o permutare de grad 4. in

kori

2
2
numeste permutarea identic.

1 n
2, Permutarea e = (1 ) are proprictatea ge =eo =0, pentru orice o €S, §i se
(A n
o) o) .. a(n)
1 2 .. n

inversa permutirii o §i are proprietatea oo™ =o'o =e.

3.Daci o € S, atunci permutarea [ )e S, se noteazi o}, se numeste

Inversiuni, semnul unei permutari

Definitia 2. Se numeste inversiune a permutirii ¢ € S, o pereche ordonatd (i, j) €
€{1,2,..n} x{1,2,..n} cui<jsioc@)>ao().

Numirul inversiunilor unei permutiri ¢ se noteazi m(c) iar numdrul (- 1)™® se noteazi
(o) si se numeste semnul permutdrii o. Daci &(o) = 1 (deci m(c) este par) atunci ¢ se
Dumeste permutare pard, iar daca &(o) = -1 (deci m(o) este impar) se numeste permutare
impara,

Proprietati

E(O"t) &(o) - e(t) oricare ar fi o,7€ S, .

S.e(e)=1.
| 6.6(c™") = ¢(o) oricare ar fi o € S,.
1 2 3 45
51432

). Inversiunile permutdrii o sunt (1,2),(1,3),
! (1,4),(1,5), (3.4),(3,5),(4,5), decim(c) =7, &(c) =1 si o este permutare impar.

Exemplu. Fie 0’=(
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Definitia 3. Fie / j € {1, 2, 3, n} cu i # j. Permutarea ocesS, cu propn'emm
e-

a(i) = j, o(j)=i si o(k)=k pentru orice k e {1,2,3,... n} — {i, j} se numeste ranspoy;
se noteazi (i) .

1234356
Exemplu. (25)= €S,

1 53426
Proprietati |
7. () = (). 8. (i) =@).
9. (i)’ =e 10. Orice transpozitie este o permutare impar3.
2. Matrice

in cele ce urmeazi S reprezintd una din mulimile Z ,Q,R sau C, iar m sin Sunt
doud numere naturale nenule.

Definitie 4. O functie 4 : {1, 2,... m} x {1, 2,... n} — S se numeste matrice cu m lin
n coloane (sau de tip (m, n)) cu elemente din multimea S.

Imaginile unei astfel de functii se aseaza intr-un tablou (tablou de tip matriceal) cy p,
linii $i n coloane, in care elementul de pe linia i si coloana j reprezintd imaginea perechj;
(i, /) prin functia 4, element care se noteazi a; € S.

2
J,undea”= Lap=0,a3=2,a;=2,ap=—1sian=1.

ii g

1
lw 4=
Exemplu. (2 11

Multimea matricelor de tip (m, n) cu elemente din multimea S se noteazi M,.AS). 0

matrice de tip (s, n) se numegte matrice pétratici de ordin », iar multimea lor se noteazi M,(S).
Operatii cu matrice

Adunarea matricelor. Fie 4, B € M,,(S), 4 = (a;), B = (b;). Matricea (a; + b;) €
M,,.(S) se numeste suma matricelor 4 si B si se noteazi A + B.

Inmultirea cu scalari. Fie 4 = (a;) € M,,.(S) si x € S. Matricea (xa;) € M,,(S) ¢
numeste produsul matricei 4 cu scalarul x si se noteazi xA.
Inmultirea matricelor. Fie 4 = (a;) € M,,(S) si B = (i) € M, (S). Matricea (ca) €

Mpy(S) unde cg = anby + apby +...+ Gy pentru orice i € {1,2, .. m} sik € {1,2,..p}
numeste produsul matricei 4 cu matricea B si se noteazi AB.

Proprietati

Daci operatiile de mai jos au sens, atunci:

1. (4B)C = A(BC), deci inmultirea matricelor, acolo unde are sens, este asociativa.

2. AB + C)=AB + AC 5i (B + C)4 = BA + CA, deci inmultirea matricelor €5
distributivi fafi de adunarea matricelor.

3. Inmultirea matricelor este operatie algebrica pe mulfimea M,(S), adici produSu] 4

are sens pentru orice 4, B € M,(S) si, in acest caz, 4B € M,(S).

He

o

€ M_(S) are proprietatea AI, = 1,4 = A, oricare ar fi
§i s€ pumeste matricea unitate.

A€ MAS) e, Cum, in general, AB# BA, calculul algebric nu respectd regzllile
. 4 2

aib ob.se:":imere. Astfel, de exemplu, (4+ B)? = (4+B)(A+B)=A*+ AB+BA+B".

obignuite '

k .
S) N atunci (AB)k=AkBk $1 (A+B)* = ZC;AI‘-‘BI .

i=0

< DaciAB:BA’ cud, Be M,

spusa unei matrice. Transpusa matricei 4 = (a;) €Mp,(S) este matricea
ran . .

T M (S) unde b;; = a; pentru orice i € {1,..m}sije{l,..n}.

. nm

A‘:(bjl 1 0
12 o
Exemplu: A=((1) . 3) e Mays(Z)si 4 =| -1 ; € M3xZ).
2

Teorema lui Hamilton-Cayley

' 00
Fie A= a b e M(S). Atunci 4> — (a + d)4 + (ad - bc)l = O; unde O, = [0 OJ

ma i A c d

(in general, matricea de tip (m, n) cu toate elementele egale cu 0 se noteazi O, ).

53 Determinanti

Definitia 5. Fie 4 = (ay) € M,(S). Numirul Z £(0),,1)%5(2)+ Fpo(my S€ NUMEStE
oe€S,
a, G, .. q,
; Lo a, a a,, .
determinantul matricei 4 si se noteazi det(4) sau | > 2 [, Un determinant de
anl anZ e ann
ordin n este determinantul unei matrice patratice de ordin n.
: R ) . la, a
*Determinantide ordindoi. | “?|=a, a,-a,a,.
a 4y
D q, &, a,
Sterminanti de ordin trei. o, @, =0, @ G+ 3 @+, 0 0, -

G G Gy

~&
P 8 % &y ~ay Dy =G Ay 4y, .
1r°p"et5ﬁ- Fie 4 € M, (S). Atunci:
e d . . . e . . .
'eferitoare;(f) = det(4"). Datorita acestei propozitii, orice proprietate a unui determinant

. Da a linii este adevarata $i pentru coloane.
3. p €3 4 are o linie cu toate elementele egale cu 0, atunci det(4) = 0.
d“-t(B) B a? Matricea B se obtine din 4 prin schimbarea locului a doud linii, atunci
: T det(4),
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4.Daci A4 are doui linii egale, atunci det(4) = 0.

5, Dac3 B se obtine din 4 prin inmultirea elementelor unei linii cu un numir a e S,
atunci det (B) = a det(4).

6. Daci B se obtine din 4 prin adunarea liniei i cu linia j inmultiti cu un numir o € S,
atunci det(B) = det(4).

7. A; (minorul (i) este determinantul matricei obtinut3 din 4 prin suprimarea liniei i i
coloanei j. Numirul 8; = (-1)"7 A se numeste complementul algebric al elementului a; din
matricea 4. Atunci det(4) = ai 8 + ap 8 +...+ ay, 8, (dezvoltarea dupa linia i).

8. det(4B) = det(4) - det(B) oricare ar fi 4, B € M,(S).

4. Aplicatii ale determinantilor

* Ecuatia unei drepte determinate de dou3 puncte.

x y 1
Ecuatia dreptei 4B, unde A(x;, y1) i B(xz2), este [x, y, 1]=0.
x, ¥ 1
* Aria unui triunghi.
, Con
Pentru punctele A(x,, 1), B(x2») $i C(xs,y3) se noteazi cu A = X, ¥, 1| sicu S
' x, ¥ 1
aria triunghiului ABC. Atunci: a) S, =%| Al;
b) A, B, C sunt coliniare <> A = 0.
Probleme propuse
. i 1 345 1 23435
1. Fie permutirile o = ir=
(3 25 4) e (4 135 2)’“6&‘
a) Calculati o7 i 0.
b) Calculafi o°.
2. Fie permutarea o = : B 43 es;.
41325

@) Determinati inversiunile lui o si calculatis(a).

b) Determinati o' .

. 1 2 3 4
3.Fie permutarea ¢ = €S,.
41 2 3

a) Determinati cel mai mic numar natural nenul k astfel incit o* =e. .
b) Calculati o',

0
' 11. Fie matricea cu elemente reale X =( i

4
L 23 ,» X€S,.
4 31 2
1 23 456
2 4536 1)

¢) Rezolvati ecuatia ox =(

4. Se considerd permutarea € S;, o = (

a) Determinati o™
b) Aritati ci m(o) = m(a’") 3
¢) Aritati cd ecuatia x* = o nu are solutii in Sg. Bacalaureat, 2008
» 12345 .. (12345
5. Fie permutdrile a=(3 5 1 4 5} si b=(2 1 45 3),a,b € Ss.
a) Rezolvati ecuatia ax=b,x € ;.
b) Determinati cel mai mic numr natural nenul £ astfel incit (ab)" =e.
¢) Fie k € Z astfel incét b* = e. Aratati ci 6 divide . Bacalaureat, 2008
6. Considerdim permutirile a=(1 4= 4), b=(l 2 3 4), c=(1 2 3 4J ,
2 3 41 3142 4 31 2
a, b, ceS,.
<. a) Verificati daci c este solufia ecuatiei ax = xb.
b) Aritati ci a* =b*.
" ¢) Determinati o solutie a ecuatiei xb’ =a’x,x€S,. v
Bacalaureat, 2009
1 23 45

2 3451

a) Determinati numdrul inversiunilor lui o .
-~ . b) Determinati numirul elementelor lui 4.
¢) Aritati ci toate elementele lui 4 sunt permutiri pare.

. 7. Fie permutarea G=( JGS5 si mulfimea A={o"' lneN‘} .

Bacalaureat, 2009
1 -1 2 2 -1 1
_8.Fie 4=|0 2 1|siB=|1 0 2|, 4,BeM,(R).
3011 s 1' =i
a) Calculati 4 + B, 24 si A — 2B.
b) Calculati AB, BA si A>.

13
9. Fie matricele cu elemente reale 4 = (l 4) si B= (‘11

b
4) . Aritati ci dacd AB=BA,

atunci 4= B.
' 1

. 0
10. Fie matricele cu elemente reale 4 = (1 1

11
J si B=(l O).Aritati ci AB=(B4).

:)) .Aritaticd X+X*+..+X' " =0,.
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12. Fie matricea X =(

G J € M, (R). Calculati X + X%+ ..+ X',

1
13. Fie matricele cu elemente reale A4 =(0
2

5 20 .
1) B= B . Determinati valorile reale

ale numérului g pentru care 4B = BA.
01 2
14, Fie matricea 4=|0 0 3|.
000
a) Calculati 4°.
b) Calculati (; —A)(Is +4+ Az) -
-1
15.Fie matricele A=(1 2 3)eM,, (R) siB=|2 |eM,, (R) .
1
a) Calculati AB si BA.
b) Calculati(B4)",neN" .
16. Pentru o matrice 4e€ M, (C) notim cu tr(4) suma elementelor de pe diagonala
principald a matricei 4.
@) Aratati ¢ tr(od) = o tr(4), oricare ar fi 4e M, (C) siaecC.
b) Aritati ci tr(4 + B) = tr(4) + tr(B).
17. Demonstrati teorema Iui Hamilton-Cayley: 4* — tr(4) 4+det(A4)I, = 0,, oricare ar fi
4eM,(C).

18.Fie 4e M,(C) cu det(4) =0. Aritatici A" = (tr(A))"_l A ,oricarear fi neN,n>2.
19.Fie Ae M,(C) cu 4™ =0,. Ariitati ca 4* =0,

. (@+b)" +(a~b)" (a+b) —(a-b)"

20. Fie A=(b Je My(C). Aritati c& 4" = 2 2
a (@+b)' —(a—b)" (a+b)"+(a-by

2 2

, oricare

arfineN",

2013
21.Calcula;i{ . ﬁ] ;

-3 1
22 Fi 5 -8 .
2.Fie 4= i Tgls M,(R). Calculati 4", neN".

_ 0 -1 2
23.Fie matricea M=|0 0 -1 |. Calculati M" neN*.
0 0 0

1 -1 2
24, Fie matricea 4=|0 1 -1|. Calculati 4",neN".
0 0 1
(1 12
25. Rezolvati ecuatia X B 1 j,X e M,(R).
(1 2
26.Rezolvai ecuatia X* = 5 1) X e My(R).
(4 6
27. Rezolvati ecuatia X° = 5 3) , X e M,(R).
: . LT k28 2
28, Fie matricea 4 = 11 € My(R).

a) Aritati c3 existia € R astfel incat 4° =ad.
. " 2008
b) Calculati (A —-A )
Adaptare bacalaureat, 2008

1 3
29, Fie matricea 4= [2 4) . Calculati det(A2 —54- Iz) .

30.Fi tricele A > 8 i B 6 4
. Fie matricele 4 = i B= .
3 2)" %7 s 3
a) Verificati egalitatea det(4)=det(B).

b) Demonstrati cd A" —B" = (2" —1)(A —B), oricare ar fi numirul 7»2>1 natural.
Adaptare bacalaureat, 2011

-1 2 2
31.Fie matricea 4= € My3(R).
2 2 -1
a) Calculati det(44").
b) Aritati c3 det(4°4) = 0.
Adaptare bacalaureat, 2008
. . b
-32. Fie matricea 4= (a d) e M,(R).
c
@) Aritafi ci det(4'4)20.
b) Aritati ca dacd A4’ = A'A4 atunci (a-d)(b-c)=0.
1 -1 -1}
- 33.Se considers matricea A=|-1 1 -1|eM,(R).
-1 -1 1
@) Calculati det(4). |
b) Demonstrai cd 4°> - A4-2I,=0,.

.
"
L
[N
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' 011
34. Se considerd matricea A=|1 0 1 |e M;(R).
110
a) Calculati det(4).
b) Demonstrati c& 4> —A-21,=0,.
1 01 000
35. Se considerd matricele A={0 0 0|,B=[0 1 0 EM;(R) |
1 01 000
a) Ariitati cd AB=BA4=0,.
b) Demonstrati ci (4+ B)2°13 = A2 4 BB

iders matricele 4 L1 E Lo E 11
cele 4= L,E = JE, = .
36. Se considerd ma 11 =11 el P

a) Si se calculeze AL |
b) Daci B € My(R), BE, =E\B§i BE, = E;B aridtafi ci B=al),cua € R.

Adaptare bacalaureat, 2008
0 -1 cost -—sint
37.Fie A= si B=| | ,teR.
1 0 sin¢

cost
-b
@) Fie X € M,(R) cuAX=XA. Aritati ci existd a, b € R astfel incit X = (‘; ] .
a

f —sinnt
b) Aritatica B" = (c?sn = ) , pentru orice ne N*,
sinnt  cosnt
¢) Calculati 47*%,
Bacalaureat, 2009
-1 2 4
38. Calculati complementul algebric al elementului egal cu 1 din matricea | -2 1 5.
-4 -2 0
1+i 1-i O
39. Calculati determinantul [1—i 1+i 0.
1 |
1 2 1 2
: ) ; 0 -1 3 5
40. Dezvoltati dupi prima coloani determinantul L o -2 al
0o 1 1 -3
x-3 x
41. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia | x  x-3 =0

l 111

42.4) Arataticd V, =(a b c|=(c—b)c—-a)b-a).
2 bZ CZ
1 1 1 1
. a b ¢ d
b) Ardtaticid V, = 2B =(d-a)(d-b)(d-c)c-b)c—a)b-a).
a3 b3 c3 ) d3
1 1 1 1 1 1
43.Calculati A, =|a b c|siA, =la® b
VS a v
a4.Fie numefele realea, b, c, functiaf: R R, fx)= x* +2x + 3 §i determinantii
AAEEE I SR SR U 1 1 1
A=la b ¢|,B=| a b c |.
@ b fla@) f() f(c)

" @) Aratati ca A = (a+ b+ c)(c - b)(c —a)(b - a).
i b) Aritatici 4 =B. .
¢) Aritati ci pentru orice trei puncte distincte, cu coordonate naturale, de pe graficul
functiei f, aria triunghiului cu virfurile in aceste puncte este un numir natural
divizibil cu 3. Bacalaureat, 2009
45. Fie punctele 4(0, 6),B(1, 4) si C(-1, 8).
a) Aritati ca punctele 4, B, C sunt coliniare.
b) Scrieti ecuatia dreptei AC.
46.Fie punctele 4(0, 1),B(1, 2) si C(2,4).
<+ @) Scriefi ecuatia dreptei 4B.
b) Calculati aria triunghiului 4BC.
47.Fie punctele A(1, 0),B(2,-1),C(3,a). Determinati valorile reale lui a pentru care aria
triunghiului ABC este egald cu 1.
48.Fie punctele 4(-1, 0), B(1,-1), C(a,a+3), unde a este un numir intreg.
a) Demonstrati c¢i punctele 4,B,C nu sunt coliniare pentru nicio valoare a lui a.
b) Determinati valorile lui @ pentru care aria triunghiului 4BC este egald cu 1.
49, Fie punctele A(-1, 0), B(1, -1), C(3,5) si D(2,2).
@) Demonstrati ci punctele B,C,D sunt coliniare.
b) Demonstrati c3 aria triunghiului ABD este egali cu aria triunghiului ACD.
a4 a 4

(& 5 Hema@.

@) Demonstrati cd det(AA’ ) 20, oricare ar fi punctele R,F,,P,.

Adaptare bacalaureat, 2009

50. Se considera punctele B, (a,,b;), k=1,2,3 si matricea 4=
""_}. n

-
. " &) Demonstrati ci det(AA’):Odacé si numai daci punctele B,P,,P, aparfin unei

N: N
. drepte care trece prin origine. Adaptare bacalaureat, 2010

¥
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Tema2.2

Sisteme de ecuatii liniare

1. Matrice inversabile

Definitia 1. Matricea 4e M, (C) se numeste inversabild daci existi o matrice
BeM,(C) astfel incat AB=BA =1,

Daci pentru o matrice 4 existd o matrlce B cu proprietatea din definitie, atunci B este
unici cu aceastd proprietate, se noteazi cu A §i se numeste inversa matricei A.

Teorema 1. Matricea A€ M, (C) este inversabild daca i numai daci det(4) # 0.
Calculul inversei unei matice. Pentru 4 € M, (C), se noteazi cu A* matricea transpusi

a complementilor algebrici ai elementelor matricei 4. Matricea 4* se numeste adjuncta lui A.
1

det(A)

*

Daca det(4) # 0, atunci 4™ =

b 4 d -b
Exemplul 1. Daci A=(a d)’ atunci A*=( ) Dacd det(4) = 0, atunci
: c - a .

PR B (d —b).
det(4) det(H\-c a
Observatii. Fie 4e M, (C) o matrice inversabila.
1. Daci 4e M, (R), atunci 4" e M, (R).
2. Dacd 4e M,(Q), atunci 4™ e M, (Q).
3. Daci 4€ M, (Z), atunci 4" e M, (Q), adic matricea 4™ nu are neapirat elemente
intregi.

2. Ecuatii matriceale

" Fie de M, (C), Be M,(C) dous matrice inversabile si C e M, (C). Atunci:
@) Ecuatia AX=C, X e M,,,(C) are solutia unici X = A'C
b) Ecuatia XB=C, X e M,,,(C) are solutia unici X= CB™".

) Ecua;ia AXB=C, X e M, ,(C) are solutia unicd X= 4"CB™".

; 3. Sisteme liniare
; a,x, +apx, +..+a,x, =b

Ay X T apX, +.t ay, ,,=b2 , cu mneN", a,€C, b eC,

a,x +a,x +..+a,x, _bm

Definitie 2. Sistemul

S€ numeste sistem liniar cu m ecuatii $i # necunoscute (sau de tip (m, n)).

Prin solufie a sistemului intelegem un n—uplu ordonat (x,x,,..,x,)eC” cu
roprictatea ci numerele x;,Xx,,..,x, verifici cele m ecuatii ale sistemului. Matricea

y =( ) eM, (C) (adici matricea coeficientilor necunoscutelor) s¢ numeste matricea

S,S[emulul

Definitia 3. Un sistem liniar de tip (m, n) si matrice 4 se numeste sistem Cramer daca

n si matricea sistemului este inversabild.

Teorema 2. Un sistem Cramer are solutie unic3. Solutia (x, x,,..., X,) a unui sistem
a fel: =—A—l— X. =ﬁ x =

Cramer se determind astfel: x TN

matricei 4 a sistemului, iar A,; este determinantul matricei ob{inuti din 4 prin inlocuirea

- b,

m=

n

, unde A este determinantul

“ cu coloana b= a termenilor liberi.

COloanel 9’

¢ Rangul unei matrice
Fie A € M, {C) si 1 £k < min(m, n). Un determinant obtinut din determinantul lui 4

prin suprimarea a m — k linii §i 7 — k coloane se numeste minor de ordinul £ al matricei 4.

1 2 3 4
" Exemplu2. A=|-1 -3 -5 -7|.A;=]l|este minor de ordinul 1.
4 3 5 9
1 2 4
, = :; este minor de ordinul 2 §i A, =(-1 -3 —7| este minor de ordin 3.

4 3 9

Definitie 4. Fic 4e M, ,(C),420,, si 1 <r < min(m, n). Numérul r se numeste

rangul lui 4 daca:
a) existi un minor nenul de ordinul ;
b) toti minorii de ordin strict mai mare decit » (daca exist3) sunt nuli.
Rangul matricei O,, , este 0.
Proprietati
1. r=rang(4) < &) existd un minor nenul de ordin £, gi
b) toti minorii de ordin r + 1 (daci existd) sunt nuli.
a) existi A un minor nenul de ordin 7, §i
b) toti bordatii lui A (daci existd) sunt nuli. (Un bordat al lui A

este un minor de ordinul » + 1 obtinut din addugarea la A a

2, r=rang(4) <

elementelor unei linii si ale unei coloane disponibile din 4).
1 2 3 4
Exemplu3.Fic 4={2 1 -1 1 |.Rangullui4 este2 pentruci Ap=; ?1:—3;&0,
, 3 3 2 5
12 3 12
far bordatii lui A, sunt A, =2 1 -1=0§i Ay =2 1 1{=0.
332 33
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‘o Sisteme liniare

Definitie 5. Un sistem liniar se numeste compatibil dac are solutii. Daci solutia este
unic3, el se numeste compatibil determinat, iar in caz contrar compatibil nedeterminat. Uy
sistem liniar fird solutii se numegte incompatibil.

b

b
% .. . . . 2 .
Daci A este matricea unui sistem liniar cu coloana termenilor liber b = , atuncj

b’l
matricea obtinutd prin addugarea la 4 a coloanei b, se noteazi A si se numeste matriceq
extinsd a sistemului.
Teorema 2 (Kronecker-Capelli). Un sistem liniar de matrice 4 este compatibil daci si
numai daci rang(4) = rang( 4 ).
« Stabilirea compatibilitatii. Fie un sistem liniar de tip (m, n).
— Se determind r = rang(4) si fie A, un minor nenul de ordin r (minor principal).
— Daci r < m, se calculeazi bordatii lui A, cu elementele fiecarei linii disponibile
din 4 si coloana termenilor liberi (minorii caracteristici). Atunci rang( 4 )= rang(4) <
toti minorii caracteristici sunt nuli (Teorema lui Rouché)

* Rezolvarea sistemelor compatibile. Fie un sistem liniar de tip (m, #) si matrice A,
r=rang(4) = rang( 4 ) si A, un minor principal al lui 4.

— Liniile (coloanele) corespunzitoare lui A, se numesc /inii (coloane) principale
ale lui 4. Restul se numesc linii (coloane) secundare.

— Ecuatiile corespunzitoare liniilor secundare se numesc ecuatii secundare si se
suprimi.

— Necunoscutele corespunzitoare coloanelor secundare se numesc necunoscute
secundare si se trec in membrul drept ca parametrii.

— Pentru fiecare valoare a parametrilor se obfine un sistem Cramer care se rezolva.

— Daci r = n, atunci sistemul nu are necunoscute secundare si este compatibil
determinat. In caz contrar este compatibil nedeterminat.

o Sisteme omogene

Definitie 6. Un sistem liniar se numeste omogen daci toti termenii liberi sunt nuli.

Proprietdti.  Fie un sistem liniar de tip (mm, n), de matrice 4.
3. Un sistem omogen este compatibil. El are solutia x, =x,=...=x, =0, numitd
solutia nula.

4. Un sistem omogen are solutii nenule <> este compatibil nedeterminat <> rang(4) < n.
5. Daci m = n, atunci sistemul are solutii nenule <> det(4) = 0.

» Metoda lui Gauss

Sistemele liniare (S) si (S') cu acelasi numir de necunoscute se numesc echivalente
daci au aceleasi solutii.

Deoarece schimbarea locului ecuatiilor intr-un sistem liniar (S) transformi sistemul
Intr-unul echivalent putem presupune ci a;; # 0. Pentru fiecare i € {2.,3,...,m} inmultim

. . a, . . s A i
Prima ecuatie cu ——L §i o adunim cu ecuatia ,,7*. In acest fel, in ecuatiile 2, 3,... m
a
n

[ .
Decunsocuta x, are coeficientul 0.

Pistrim prima ecuatie §i continuiim procedeul, atit cét este posibil, pentru ccf!elalte
" pecunoscute. Se obtine in final un sistem pentru care stabilirea compatibilititii este
7 jmediata.

Exemple,
' x+2y-z=2 x+2y—z=2 x+2y—z=2 x+2y—-z=2
4. 2x+y+z=4 ~ { =3y+3z=0 ~ y-z=0 ~ y—-z=0
-x+3y-z=1 S5y—-2z=3 S5y-2z=3 3z=3
Sistemul are solutie unici: x=1,y=1,z=1.
x+2y—z+t=2 x+2y—z+t=2 x+2y—-z—-t=2
5.42x+y+3z-2t=1 ~ {-3y+5z-4=-3 ~ {-3y+5z-4t=-3. Sistemul este
3x+3y+2z-t=4 -3y+5z-4t=-2 0=1
incompatibil.
= =1
x+y+z=1 x+y+z = . . l
6. { 2x+y+z=4 ~ 4 3y+3z=6 ~ Jrz=2" Fie z = a. Sistemu
3x-3y-3z=-9 —6y—-6z=-12
¥+ devine {x+y=l—a si are solutiile (-1,2~-a, a),a € R.
=2-a
Probleme propuse
‘ 1 3 2
1. Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricea A=| 1 2 ~1| este inversabild
01 a
in M, (R).
.. 3 4
2. Determinati inversa matricei 4= 5 7 e M,(Q).
1 2 -1
3. Determinati inversa matricei 4={3 1 1 [e M,(Q).
00 1 '
4.Fie 4 € M,(Z) inversabild in M,(Q ). Aratati cid' e M(Z) < det(4) =+1.
010
5.Fie A=|0 0 1|.Calculati4™.
1 00
102
6. Aritati ci matricea A=|3 m 1| este inversabild pentru orice valoare reald a lui m.
' 01 m
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‘ 3 2 2
7.Fie A=|2 3 2].
2 23

a) Determinai a, b € R astfel incit 4> = ad + bl;.

¢) Calculati 4™
1111
8. Determinati inversa matricei A= ]l 1 .
0 011
0 0 01

9. Rezolvati ecuatiile matriceale:
-1

a) (; i)x:(; 3], X e M,(R).

» x(‘l‘ '2’)=(_11 g],xEM,(m).

10. Determinati valorile reale a lui m gtiind c3 matricea 4= (m

adjuncta sa.
- 1 01
11. Determinai inversa adjunctei matricei 4={0 1 1[eM,(R).
0 01

12. Rezolvati ecuatiile matriceale:

1 -1 1 4 1
a) (_2 3)X=(0 X —2),XEMZJ(R).

Loy [0 -2
b =
5

-1 4|, XeM,,(R).
-5 8
13. Rezolvati sistemul -

(x+3y+5z=4
2x+y-3z=3 .
(5Sx-2y+7z=3
[ x+y+z=3
-x+2y-2z=9,
(x+4y+4z=27
(2x-3y+52=9
x+y—-2z=-2.
| 3x+2y+z=7

14. Rezolvati sistemul

15. Rezolvati sistemul -

1 .
IJ are inversa egali cy

, 3x+y+4z=-1
. 46.Rezolvati sistemul { x+3y—-2z=5 .
4x+3y+7z=2
[4x—y—4z=-1
17. Rezolvai sistemul {x+5y—4z=-1.
- { 2x+y—-2z=3
[ x+y-4z=-2
18. Rezolvati sistemul {-7x+3y+2z=-2.
| Sx—4y+z=2
(1 2 -1
19. Determinati rangul matricei 4=(3 2 1
4 4 0
(1 2 -1 3
20. Determinati rangul matricei 4={1 2 4 0
3 6 2 6
- 1 2 -1
21. Determinati valorile reale ale lui a i b pentru care rangul matricei 4=|4 0 a
52 3
este egal cu 2.
2121
22. Determinati rangul matricei 4={1 2 1 2
2121
1 0-1
E 23. Determinati valorile reale a lui m pentru care matricea 4=|3 —1 1| are rangul 2.
2-1m
(1 -1 3 0
f 24. Determinati rangul matricei | 2 -3 -1 -1 in functie de aR.
3 2 a 5
(1 2 -1 0 3
25. Determinati rangul matricei |3 1 @ 4 -1| infunctiede a,beR.
4 3 2 b 2
1 -1 213
'26. Determinati rangul matricei {3 2 a b 5| in functie de a,b,ceR.
2 21 co0

[~ I V)
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27.Fie matricea 4=|2a 2b 2¢
3a 3b 3c
a) Calculati rangul matricei 4.
B) Aratati ci existd matricele K eM3 (R)siL e Ms(R)astfel incit A=K - L.

¢) Aritati ci existd d € R astfel incat A =dA.

undea, b,ceR ",

Bacalaureat, 2009

000
28.Fic A=[1 0 0| e Mx(R).
110
a) Calculati A,

b) Aflati rangul matricei /s + 4 + 4"

¢) Determinati inversa matricei I3 + A. Bacalaureat, 2008

1 2 -1 2
29.Fie matricea A=[2 2 O0|siB=|1]. "
1.4 -3 5

a) Determinati rangul matricei 4°.
b) Aritati ci ecuatia AX =B are o infinitate de solutii X e M;,(C).
Adaptare bacalaureat, 2008
a a+l a+2

30.Fie matricea A={ b b+1 b+2
1 1 a
a) Calculati det(4).
b) Aritati cirang(A4)22,Va, beR.

2
1 0 01
0000 01
0000 01

,cuag, belR.

Adaptare bacalaureat, 2008

31.Fie 4=

S = = O
[ = = -

1 001
a) Calculati AB+ BA.
b) Aritati ci rang (4 + B) =rang(4)+ rang(B).
¢) Aritati ci(A4+B)" =A4" +B" , oricare ar fi neN",
x+2y=1

32. Aritati ci sistemul de ecuatii liniare {5x—y =6 este incompatibil.

3x—-4y=0

x + 2y+z=1

ax + 3y+2z=0, acR. Aritati ci pentru orice

(a+1)x+y+z=0
valoare a lui a sistemul are solutie unica.

33. Fie sistemul de ecuatii liniare

mx+y+mz=1

: 34. Determinati toate valorile reale ale lui m pentru care sistemul { x+ y+mz=3 este

- 3x—y—2z=12

incompatibil.

35. Aritai ci pentru orice valoare reald a lui m sistemul de ecuafii liniare
3x-4y+z=1
-x+y+2z=m  are solutie unica.

x+4y+mzz=—3

x+y+z=b+l
36, Determinati a,b e R pentru care sistemul 2x+y+z=»5b are cel putin doud solutii.

x+ay-z=-1
2x-y+3z=1
37. Aritati cé sistemul de ecuatii liniare { x+y+z=2  are o infinitate de solutii.
x-2y+2z=-1
2ax+ y+z=0
38. Aflati valorile reale ale lui a pentru care sistemul de ecﬁa;ii liniare { x+2ay+z=0
x+ y-2z=0
este compatibil nedeterminat.
x+2y-3z=3
39, Fiesistemul { 2x—y+z=m ,undem,n e R.
nx+y-2z=4
a) Determinati m si n pentru care sisterul admite solutie x, =2,y,=2,z, =1

b) Determinati neR pentru care sistemul are solutie unica.
¢) Determinati m §i n pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.
Bacalaureat, 2009

x+ my+2z=1
x+(2m-D)y+3z=1
x+my+(m-3)z=2m~1

40, Se considera sistemul ,meR,

. @) Determinati m e R pentru care sistemul are soluie unica.
b) Determinati m € R pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.
Adaptare bacalaureat, 2009
2x-3y+4z-5t=-1
x+9y+mz+t=3

41, Se consideri sistemul ,mmnpeR.

5x-6y+10z+nt=p
a) Determinati p € R astfel incat sistemul admite solutia (xo, Yo, Zo, fo) Cu z, =1, =0.
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~ b) Determinati m,n,p e R pentru care sistemul este compatibil, iar rangul matrice;
sistemului este egal cu 2.
Bacalaureat, 2003
x—y—-mz=1
42. Se consideri sistemul {mx+y+mz=1-m,unde meR.
mx+3y+3z=-1
a) Calculati determinantul matricei sistemului.
b) Determinati m € R pentru care sistemul este incompatibil.
Adaptare bacalaureat, 2009
x+y+z=1
43. Fiem e R sisistemul < x+my+z=1
x+my+mz=-2

,m eR si A matricea sistemului.

a) Calculati det(4).
b) Aritati ci rang(4) # 2 oricarear fim e R.
¢) Determinati valorile lui m pentru care sistemul este incompatibil.
Adaptare bacalaureat, 2009
ax+y+z=4 ’
44, Fiesistemul sx+2y+3z=6,a beR.
3x-y—-2z=b
a) Determinati a si b pentru care sistemul are solutia (1, 1, 1).
b) Determinati a si b pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.

¢) Aratati ci pentru orice a € Z, existi b € Z astfel incat sistemul admite solutii cu
toate componentele intregi.

Bacalaureat, 2009

x+ay=1
45, Fie sistemul { y+az=a,a € R si A matricea sistemului.
x+z=1

a) Aratai ci sisternul este compatibil determinat, oricare ar fig € R .
b) Arét.a;i ¢a pentru orice @ € R solutia sistemului este formati din trei numere in pro-
gresie geometrica. Adaptare bacalaureat, 2008
x+2y+z=1
46. Fie sistemul {2x—y+z=1 ,undea beR si A matricea sistemului.
Tx—y+az=b
a) Determinafi valorile lui a pentru care sistemul este compatibil determinat.
b) Determinati valorile lui a si b pentru care sistemul este incompatibil.
Adaptare bacalaureat, 2009

x+py+p'z=p°
47. Fie sistemul {x+qy+¢*2=¢*> ,undep, ¢, reC.
x+ry+riz=r

a) Calculati determinantul matricei sistemului.
b) Rezolvati sistemul in cazul in care D, g, r sunt distincte doui céte doui.

., ¢) Pentru m = 0, ardtati ca

¢) Aritati ca daci (-1, 1, 1) este solutie a sistemului, atunci cel putin doud din numere

p, g, r sunt egale. Bacalaureat, 2008

mx+y+z=0
Fie sistemul omogen < x+3y +22 =0,meR,.
-x—-y+4z=0

a) Calculati determinantul matricei sistemului.

inati i i istemul are solutii nenule.
b) Determinati valorile lui m pentru care sis t AR
ol ‘ .

2x+y+z=0
49, Fie d matricea sistemului {3x—y+mz=0,meR.
v o —x+2y+z=0
- g) Calculati det(4).

" p) Determinati m € R pentru care sistemul are solutii nenule.

2 2
XE+ys +2,

2

este constantd, pentru orice solutie nebanala
2
Zg=Yo %o

(xa, Yo, Z0) & Sigtergglu Bacalaureat, 2009

x+ay+(b+c)z=0
50. Fie sistemul x+by+(c+a)z=0,undeaq, beR.
x+cy+(a+b)z=0

a) Calculati determinantul matricei sistemului. )
b) Aratati ci pentru orice a,b,c€R, sistemul are solutii nenule.

¢) Rezolvati sistemul stiind c& a#b si Ly 1) este solutie sistemului..
Bacalaureat, 2008

e
Ty

T
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Tema2.3

Structuri algebrice

1. Grupuri

in cele ce urmeazi G reprezintd o multime nevida.
Definitie 1. Se numeste lege de compozitie internd (operatia algebricd) pe G o functie
L¥GxG—HG.

« pentru fiecare pereche (a,b) € GxG , imaginea +((a,b)) se noteazi a*b.

« perechea (G, *) reprezinti o multime nevida G si 0 lege de compozitie interna ,,** pe G,

Definitie 2. Fie (G,*) . O submulfime nevidd H a lui G se numeste parfe stabild a luj
G in raport cu legea ,,** dacd x*y e H ,oricareafi x,ye H.

edacdi G= {al,az,...,a,,} este 0 multime finitd si ,,*“ o lege de compozitie internd pe G,

matricea (a,.j ) cu a; =a; *a; se numeste tabla operatiei ,, ** pe G.

1<i, jsn

Exemplu: G={0,1,2,3} si a*b=|a-b|. Tabla operatiei ,,*“ pe G este

*| 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 1 2
2 2 1 0 1
3 3 p) 1 0

Definitie 3. Perechea (G,*) se numeste grup daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

a) Legea ,,** este asociativd, adicd (x*y)*z=x*(y*z),oricarear fi x,y,z€G .

b) Legea ,,*“ are element neutru, adica existi ee G astfel incit x*e=e*x=1x,
oricarear fi xe G.

¢) Toate elementele lui G sunt simetrizabile, adicd pentru orice x € G existd x'e G
astfel incit x*x'=x"*x=e.(x' se numeste simetricul lui x).

Grupul (G,*) se numeste grup comutativ (abelian) daci legea ,,** este comutativd,
adicd x*y=y*x,oricarearfi x,ye€G.

Exefnple de grupuri:

« grupuri numerice: (Z,+), (Q.+), (R.+), (C,4), (Q,), (R,), (C,), ({-L1},)-

* grupuri de matrice: (M” (Z),+) , (M,, (Q),+) . (M,, (]R),+) , (M,, ((C),+) 3

* grupuri de permutdri: (S, ,") .

Definitie 4. Fie (G,,*) s5i (G,,o) doua grupuri. O functie f:G, - G, se numeste
morfism de grupuri (sau simplu morfism) dacd f(x*y)=f(x)of(y) oricare ar fi
x,yeqG.

Daci morfismul f:G, — G, este functie bijectivi atunci f se numeste izomorfism. in

' ;best caz spunem ci cele doud grupuri sunt izomorfe.

Proprietatea 1.
Daci (G,,*), (G,,°) sunt dous grupuri si f:G, — G, este morfism atunci:

af (el) =e,,unde ¢ si e, sunt elementele neutre din G, §i respectiv G, .

b) f(x')=(f(x))' oricare ar fi xeG , unde x' este simetricul lui x in G, iar
(£ (x)) este simetricul lui f(x) in G,.

Exemplu de izomorfism: Fie (G,,*)=(R,+), (Gz,o)=((0,qo),-) si f:R—(0,0),

f(x)=2"- Cum f(x+y)=2""=2".2" = f(x)- f(y) oricare ar fi x,yeR sifeste
bijectiva, rezultd cd feste izomorfism.

Definitia 5. Fie grupul (G,*) si H o submultime nevida a lui G. H se numeste subgrup
al grupului (G,*) daca:

a) xxye H oricarear fi x,ye H .

b) x'e H oricare ar fi x € H, unde x' este simetricul lui x in grupul G.
Exemple de subgrupuri

1. Z este subgrup al grupului (Q,+).
1 23 4
312 4
Proprietati: Fie grupul (G,*) si Hc G, H=3J.

2. Daci H este subgrup al grupului (G,*), atunci (H,*) este grup si cele doua grupuri

au acelagi element neutru.
3. H este subgrup al grupului (G,*) daci si numai dacid x*y'e H oricare ar fi

» 2+Daci 0‘=( ),atunci H ={e,a,02} este subgrup al grupului (S,,).

x,ye H ,unde y' este simetricul lui y in grupul G.
" 4.Daci H este multime finiti, atunci H este subgrup al grupului (G,*) daci si numai
daci H este parte stabili a lui G in raport cu legea ,,*.

fn cele ce urmeaza (G,-) este grup finit, adici G este multime finita.

% Teorema lui Lagrange. Daci H este subgrup al lui G, atunci numarul elementelor lui
H divide numirul elementelor lui G.
... Proprietatea 5. Fie x<(G,-). Existd un numir natural nenul » astfel incit x" =e,
Unde e este elementul neutru al grupului Gsi x" =x-x-x-...-.x.

Definitie 6. Fie x € G . Cel mai mic numirul natural nenul & cu proprietatea ci x* =e
S¢ numegste ordinul lui x in G si se noteazi ord(x).

ot
.
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2 345

1
Exemplu: Fie permutarea o =( 2=
32 41 5 € SS . Cum o 4 2 1

1 23 435
3= =e, rezultd ci ord =3,
3 (1 23 4 5) ¢ wd{en)

Proprietati: Fie (G,-) un grup finit cu n elemente, x€ G si k =ord(x).

1 2 3 4 5)
35$l

6.x" =e, peZ<:>klp.
7. H(x)= {e, X, xz,...,x“'} este subgrup cu k elemente al lui G.
8. k|n.

90 x”:e-

2. Inele si corpuri

in cele ce urmeazi 4 reprezinti o mulfime nevids, iar ,,*“ si ,,0
compozitie interne pe 4. _
Definitie 7. Tripletul (4,*,) se numegte inel daci sunt indeplinite urmitoarele conditii: .

13

sunt doui legi de

1. (4,*) este grup comutativ.

2. g) Legea ,,0* este asociativi.
b) Legea ,,o* are element neutru.

3. Legea ,,o“ este distributiva fata de legea ,,**, adicd xo(y*z)=(xoy)*(xoz) si
(x*y)ez=(x0z)*(yoz),oricarear fi x,y,z € 4.

Inelul (4,%,0) se numeste inel comutativ daci legea ,,o* este comutativa.
Exemple de inele

1 (Z4), (@+9)s (R+), (C).

2, (M,, (A),+,-) unde A este unul din inelele Z,Q,R,C .

in inelul (A,*,o) , legea ,,** se numeste adunare §i se noteazi cu ,,+*, iar legea ,,0
se numeste fnmulfire si se noteazi cu ,,-“. Elementul neutru al adunirii se noteazi O,, iar
elementul neutru al inmultirii se noteazi 1,.

Definitie 8. Inelul (4,+,-) se numeste corp daci 0, #1, si orice xe 4, x=0, este
simetrizabil in raport cu inmultirea.

Simetricul elementului x € 4—{0,} in raport cu inmulfirea se noteaza x~' si se numeste

inversul lui x.
Exemple de corpuri:

1 (@+), (R+), (C+).
2. (Q(vd),+) unde d €@, d>0, Vd ¢Q 5i Q(Vd)={a+bVdabeq).

Definitie 9. Fie inelele (4,,+,") §i (4,,+). O funcfie f:4, — 4, se numeste
morfism de inele daci:
@) f(x+y)=f(x)+f(y),oricarearfi x,y e 4,.

B) f(xy)=s(x)-f(r),oricarear fi x,y € 4,.
© f(lA.):lAz

in conditiile de mai sus, daci 4, si 4, sunt corpuri atunci f'se numeste morfism de corpuri.

Un morfism de inele f'se numeste izomorfism daci f este functie bijectiva.
gxemple de morfism de inele (corpuri)

“ Gy > (Co4ye)s f(2)=z.intr-adevir,
o f(z +2,)=2+2, =_Z_1+Z=f(21)+f(zz)’
b) f(zl'zz)=zl_‘_z:=z_1'-z:=f(zl)'f(zz) oricare ar fi z,,2, € C,

o f(1)=1=1.

inelul claselor de resturi modulo n

Pentru un numir natural #, #n>2 §i un numir intreg a, se noteazi cu a (mod n) restul

impartirii lui @ 1a n.
Pentru fiecare k €{0,1,2,...,n~1} multimea {a eZla(modn)=k} se noteazi k, iar

multimea {6,i,§,...,r7:l} se noteazi cu Z,. Inelul (Z,,+,) unde d +b=a+b si

a+ b= ab oricare ar fi a,beZ se numeste inelul claselor de resturi modulo n.
Fiene N,n22sia e Z. Atunci elementul @ este inversabil in Z, daci si numai dacd

(a,n)=1. Multimea elementelor inversabile ale inelului (Z,,+,") se noteazd U (z,).
Cum U(Z,)=2Z, —{6} dac3 si numai daci n este numir prim, rezultd ci (Z,,+,) este

corp daci gi numai dac3 » este numdr prim.
Exemple:

1 U(Z,)_{i,i,?t,é,?,é} i =1,3"=25,4"29,5"=53,7 =458 =8.
2, U(Zs)={i,i,§,3} il =1,3"=3,3"=3,4 =3
Probleme propuse

L.Pe mulfimea numerelor intregi se defineste legea ,,o* prin xoy=x+y-5.
@) Aratati ca multimea H = Z(\[5,%) este stabild a lui Z in raport cu legea ,,o“.
b) Aritati ci legea ,,o* este asociativi.

2.pe mulfimea numerelor reale se defineste legea ,,0* prin xoy = Y +y -1.
@) Aritati ci legea ,,o“ este asociativi.

b) Aritati ci legea ,,o“ are element neutru.
3.pe mulfimea numerelor reale se defineste legea ,,o“ prin xoy=3xy+3x+3y+2.

7 @) Verificati ci xoy=3(x+1)(y+1)-1, Vx,yeR.

b) Aratati ca mulfimea (~1,00) este stabild a lui R in raport cu legea ,,o%.
Simulare bacalaureat, 2002
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4. Pe mulfimea numerelor reale se considers legea ,,+* definitd prin
x*y=2xy—6x—6y+21.
a) Aritati ci multimea (3,) este parte stabili a lui R in raport cu legea ,, .
b) Aritati cd legea ,,*“ este asociativa.
¢) Determinati elementul neutru al legii ,,**. Bacalaureat, 2000

5. Pe mulfimea numerelor rafionale se defineste legea asociativd 0 pry

xoy:—;-(xy+2x+2y).

a) Aritati ca multimea H = QN [—2,00) este stabild a lui QQ in raport cu legea ,,0« .
b) Aritati ci legea ,,o“ are element neutru.
¢) Determinati elementele simetrizabile ale lui Q in raport cu legea ,,o*.
6. Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea ,,o* prin xoy=xy—6x—6y+a, unde o

este un numar real.
a) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,,o“ este asociativa.

b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,,o“ are element neutru.
7. Pe multimea numerelor intregi se defineste legea ,,o* prin xoy=xy+5x+5y+a, unde ¢
este un numdr intreg.
a) Determinafi valorile intregi ale lui a pentru mulimea Z —{-5} este parte stabild a lui Z
in raport cu legea ,,0%.
b) Determinati valorile intregi ale lui a pentru care legea ,,o* are element neutru.
8. Pe multimea numerelor intregi se defineste legea ,,o“ prin xoy=5xy+6x+6y+a, unde

a este un numdr intreg.
a) Aridtati ¢i pentru a =6, legea ,,o* este asociativi.
b) Aritati cd pentru a # 6, legea ,,o* nu are element neutru .

Xy

9. Pe intervalul (0,2) se defineste legea asociativi ,,o“ prin xoy=—-""——.
2-x-y+xy
a) Aritafi ci legea ,,o* are element neutru.

b) Aratati ci toate elementele din (0,2) sunt simetrizabile in raport cu legea ,,0*.

10. Pe intervalul (0,%) se defineste legea ,,o* prin xo y=3/;;“:; :
@) Determinati elementul neutru al legii ,,o“.
b) Determinati elementele simetrizabile ale lui (0,00) in raport cu legea ,,0“.
11. Pe multimea Z se defineste legea asociativi ,,0% prin xoy=-3xy+7x+7y—14.
a) Aritati ci e=2 este elementul neutru al legii ,,0*.
b) Determinati elementele simetrizabile ale lui Z in raport cu legea ,,0*.
12. Fiemulfimea G ={4 € M, (R)|4-4 '=1,} unde 4" este transpusa matricei 4.
a) Ardtati ci G este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.

b) Aratati ca (G,') este grup. Adaptare bacalaureat, 2007

'13-Fiea=[2 3401 SJESS e =g

1 23 45

ne N'} :
) Determinati numarul elementelor lui G.
p) Alcituiti tabla inmultirii permutarilor pe G.
¢) Aritati ci (G,-) este grup, unde ,,- este inmulirea permutérilor.
iders multimea M =1 * * ||abez
a = a,be .
14. Se considera mu fimea b a

a) Aritati c3 M este parte stabild 2 lui M,(Z) in raport cu inmultirea matricelor.
b Aritati i oricare ar fi a € Z , numérul a* +1 nu se divide cu 3.
¢) Aritati ci daca A€ M , atunci det(A4)#-1.
d) Aratati cidacd Ae M si A" € M, atunci det(4)=1.
15. Pe R se defineste legea de compozitie x*y =x+y+xy.
a) Aratati cd legea este asociativa.
1
2008

Bacalaureat, 2007

v b) Calculati 1+ % * % *, * Adaptare bacalaureat, 2008

e
16. Pe multimea (0,00) se defineste legea xoy =

x+y

-1
a) Aritati ci (xoy)oz=(l+l+-l—] oricare ar fi x,y,z €(0,o).
x y z

b) Aritati c3 legea ,,o“ este asociativi.
1
100

17. Se considerd multimea de functii G= { fop:RHR

: ¢) Calculati -;—0 % o % 0.0 Adaptare bacalaureat, 2009

f.5(x)=ax+b, ack, beR} )

a) Demonstrati ca operatia de compunere a functiilor de la R in R este lege de
compozitie pe G.
b) Aritati ci G este grup in raport cu operatia de compunere a functiilor.
. Adaptare bacalaureat, 2008

18. Pe multimea G =(0,) se considerd legea de compozitie x*y = X%
. - @) Ardtafi cd dacd x,y €(0,:0) si x*y=1,atunci x=1 sau y=1.
b) Aritati cd H =(0,0)—{1} este grup in raport cu operatia ,,**“.

1 lna O

19, Fie multimea G=$|0 1 0lla>0;. S
0 0 a I<|

- @) Aritafi ci G este parte stabild a lui M;(R) in raport cu inmultirea matricelor E
<

pétratice de ordinul 3. E

b) Demonstrati ci G este grup in raport cu inmultirea matricelor. e

=

B
79



1+2x

20. Sé considerd multimea G = {A(x) = (

 Jresl.

a) Aritati ci A(x)A(y)= A(x+y), oricare ar fi x,y e R .
b) Demonstrati ci G este grup in raport cu inmultirea matricelor pitratice de ordinul doi.

. 3 4 i .

¢) Calculati L -] neN .

21. Se consider pe R legea de compozitie datd de x*y =xy-5x-5y+30 si multimea
G=(5,»).

a) Determinati e e R astfel incat x*e=e*x=x, oricare ar fi xe R.

b) Determinati @ € R astfel incit x*a@ =a*x=a oricarcarfi xeR.

¢) Aritati ci G este parte stabild a lui R in raport cu legea ,,*“.

d) Aritati ci (G,*) este grup abelian.

e) Calculafi 1%2%3*..+2012.

) Ardtatici xxx* xf...*x =(x-5)"+5, oricare ar fi n e N". Adaptare bacalaureat, 2010
22. Se considerd pe Z legea de compozitie dati de x*y =6xy+6x+6y+a, unde a este

un numir intreg.
a) Determinati valorile intregi ale lui a pentru care legea ,,* “ este asociativa .

b) Aritati ca legea nu are element neutru pentru nicio valoare intreagi a lui a.
¢) Determinati valorile intregi ale lui a pentru care ((~1)*2)+((~1)*2013)=a.
d) Pentru a =5, calculati 1*2#3*_ %2013,
¢) Pentru a =35, determinati valorile intregi ale lui p astfel incdt x* p = p, oricare ar fi
xeZ.
) Pentru a=35, calculati x*x#*x=287.
23. Pe R se considerd legea ,,*“ definiti prin x* y =-2xy+3x+3y+a, unde g este un
numr real
a) Determinati valorile reale ale lui a pentru care (1%2)*3 =1%(2+3).
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,, *“ este asociativi.
¢) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,,o“ are element neutru.

—X

d) Determinati valorile reale ale lui a pentru care mulfimea (—oo, %] este parte stabild a
lui R in raport cu legea ,,**.
) Pentru a =-3, aritati cd multimea (—oo, %) este grup in raport cu legea ,,**.

D Pentru a=-3, calculati 1*2+3*,.%2013,

24, Pe R se consideri legea ,,** definitd prin x*y =3/x’ + y° +a , unde a este un numr
real,
@) Determinati valorile reale ale lui a pentru care 1¥2 =0,
b) Aritati ci legea ,, ** este asociativi pentru orice valoare reali a lui a.
¢) Aritati c3 legea ,, *“ are element neutru pentru orice valoare reald a lui a.

d) Pentru a =2, aritati ci mult{imea R este grup in raport cu legea ,,*.
e) Pentru a =3, calculati (—1)*0*1%2%3%4.
) Pentru a =4, rezolvati in R ecuatia x*x*x*xx*x=1.
25, Fie grupurile (R,+) si (R,*), unde legea ,,** este definitd prin x+y=x+y+7.
a) Aritati ci functia f:(R,+) - (R,*), f(x)=x-7, este izomorfism de grupuri.
b) Calculafi 1#2+3*..*10.
26. Fie grupurile (R,+) si (R,o), unde legea ,,o* este definiti prin xoy=x+y+3.
a) Determinati valorile reale ale numerelor a si b astfel incit functia
f:(R,+)>(R,0), f(x)=ax+b si fie morfism de grupuri.
b) Calculati x,ox,0...ox, , unde n este un numar natural nenul §i x;,x,,...,x, €R.
27. Fie grupurile ((O,w),-) si (R,°), unde legea ,,o* este definiti prin xoy =x+y-1.

a) Aritati ca functia f:(R,0) > ((0,00),-), f(x)=€"" este izomorfism de grupuri.
b) Rezolvatiin R ecuatia xoxoxox=5.
28. Consideram grupurile (R',‘) si (R,—{—l},o), unde legea ,,o“ este definiti prin
Xoy=xp+Xx+y.
" a) Aritati ci functia f:(]R',-)-—)(R—{—l},o), f(x)=x-1 este izomorfism de
I grupuri. - .
b) Rezolvati in R ecuatia xoxoxoxox=1.
29, Fie grupurile (R—{Z},o) si (R—{l},*), unde legile ,,0o“ si ,*“
xXoy=xy—2x-2y+6s5i x*y=xy—x—y+2.

sunt definite prin

a) Determinati elementele neutre ale legilor ,,0* i ,,*“.
» b) Determinati valorile reale ale numirului a

7 :(R={2}.¢) > (R-{1}.%),
30. Fie grupurile (Z,+), (Q',") sifunctia f:Z>Q", f(x)=7".

a) Aritati ca feste morfism de grupuri.
b) Aritati cd fnu este izomorfism.

31, Pe R se considerd legea x* y = xy —4x—4y+20 si multimea G=(4,oo).

astfel incét

f(x)=x+a s fie morfism de grupuri.

functia

a) Aritati ca (G,*) este parte stabild a lui R in raport cu legea ,,**.
b) Aritati ca (G,*) este grup.
¢) Demonstrai ca functia f:(0,0) > G, f(x)=x+4 este izomorfism de la grupul
((0,00),-) la grupul (G,¥).
32, Consideram grupurile ((0,00),-) si ((—2,2),*), unde legea ,,** este definitd prin

X¥y=——""-,

i 4(x+y)

4+xy
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a) Aritap cad func’;ia f:((O,oo)’.)_)((_2’2),'), f(x): 2:—2

este izomorfism dg

grupuri. .
b) Rezolvafi in (-2, 2) ecuatia x*x*x=1.
1 x O
33, Fie mulfimea G = A(x)=]0 1 0 |xeR}.
0 0 &

a) Ardtatici 4-BeG ,oricarearfi 4,BeG.
b) Demonstrati c& G este grup in raport cu inmulfirea matricelor ptratice de ordinul 3,
¢) Aratati ca functia f:R > G, f(x)=A4(x) este izomorfism de la grupul (R,+) Iy

grupul (G, ).
en-{)

a) Aritati ci 4(x)A(y)=A(2xy+x+y), oricare ar fi x,y € ]R—{—%} .

1+5x 15x
-x 1-3x

34, Fie multimea G = {A(x) = (

b) Demonstrati ci G este grup in raport cu inmultirea matricelor patratice de ordinul 2.
¢ Aritati ci funcfia f:R' >G, f(x)= A(xT_l) este izomorfism de la grupul

(]R',-) la grupul (G,-).
35. Fie mulfimea G = {4 e M, (R)|det(4)=1}.
Aritafi ci G este subgrup al grupului matricelor inversabile din M, (R).
Adaptare bacalaureat, 2008
36. Fie 7 un numir natural nenul si mulfimea U, = {z € Clz" = 1} :
a) Ariitati cd U, este subgrup al grupului (C‘,-) .
b) Demonstrati ci daci H este subgrup cu n elemente al grupului (C',-), atunci
H=U,. |
1 23 435
2315 4
a) Aritati ci H este subgrup al grupului (S;,-).

37. Fie permutarea & =( ] €S, §i H= {o'k |k Z} .

b) Determinati ordinul lui o in grupul (S;,-).

38. Fie numirul complex & = cos5—7”- +i sinST” .

a) Calculati £%.
b) Determinati ordinul lui & in grupul U,, .

¢) Aritati ci mulfimea H = {l,e, 82,...,3”} este subgrup al grupului (C',-) .

" 39, Pe mulfimea numerelor reale se definesc legile ,,o* si ,,** sunt definite prin

xoy=xy+x+y si x*y=x+y+a, unde a este un numir real. Determinati valorile
¢ reale ale lui a pentru care legea ,,o* este distributivi fati de legea ,,**.
40. Se considerd inelul (Z, * 0 ) unde x*y=x+y+2 si xoy=xp+2x+2y+2, oricare
arfi x,yeZ.
a) Aritafi ci xoy=-2¢> x=-2 sau y=-2.
b) Determinati elementele inversabile ale inelului.
¢) Aratati ca functia f:Z—>Z, f (x)=x-2 este izomorfism de la inelul (Z,+,") la
inelul (Z, * ,0).
41. Pe intervalul (0,00) se considerd legea ,,+* definitd prin x*y = x®7 | Aritati ci
h ((o,oo), . ) este corp, unde legea ,,- este inmultirea numerelor reale.
42. Se considerd inelul (Q, L, T) unde x L y=x+y-5 six Ty=xp—5x-5y+30.
a) Determinati elementul neutru al legii L .
b) Aritafi cé inelul (Q, L, T) este corp.
¢) Aritati ¢ funcia f:Q—>Q, f(x)=x+5 este izomorfism de la corpul (Q+) la
corpul (Q,L, T).
¢ g Calculati x, Tx,Tx,T...Tx,,cu neN si x,x,..,x, €Q.
43. Determinati elementele inversabile ale inelului (Z,y,+,°) .

44, Considerim inelul (.M2 (Z,,)+ ) ’
o) Aritafi ca 4 M, (Z,,) este inversabila > det(4) € {1,5,7,11}.

~ -~

5 4 .
b) Determinati inversa matricei B = (A i] in inelul M, (Z,,).
0

b
45. Fie multimea G = {(; )|a,b,c € Z4} .
c

a) Determinati numirul elementelor mulfimii G.

~

~

(%)

o> O

1
b) Determinati numirul solutiilor ecuaiei X ={ ] , XeG.

Adaptare bacalaureat, 2009

46. Fie multimea G = {x eM,(Z;)

@) Aritati ci multimea H =G -{0,} este subgrup al grupului matricelor inversabile
din M, (Z,).
) Rezolvafi ecuatia X?=1,, X€G. Adaptare bacalaureat, 2008
47, Fie corpul (Z,,+,) si H={x*|xe Z,} .
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a) Arataticd H = {6 i i,:t} .

b) Demonstrati ci { |x € Z,} =H. Adaptare bacalaureat, 2009

b
0 ]a,b €Z

~

1

48.Fie multimea M =

> O> >
O > R

a) Determinati numérul elementelor multimii M.
b) Aratatici ABe M ,oricarear fi 4,Be M.

¢) Demonstrai cd M este subgrup al matricelor inversabile din M, (Z).

Bacalaureat, 2009
49, Se consideri inelul (Z,+,) si corpul (Z”.,.,.)_

~

a) Rezolvati in corpul Z, ecuatia 32 +4=0.

b) Determinati ordinul elementului 3 in grupul (Z;,-).

¢) Aritati ci nu existd niciun morfism de grupuri f:(Zg,+) - (Z',,-) care si verifice

relatia f (2)=3.
Bacalaureat, 2009

) . m n .
50. Se considerd multimea H = {(6 A}Im, neZs, m= i—l} .
1
a) Aritati ci H este grup in raport cu inmulfirea matricelor patratice de ordinul 2.
b) Determinati numirul elementelor de ordin 2 din grupul (H g ) )

T T Y

Tema2.4

Polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ
(Q9 ]R, C, Zp)

1. Inelul polinoamelor

in cele ce urmeazi K reprezinti unul din corpurile Q ,R,C sau Z , cu p prim. Dacd X
este un obiect care nu este K, atunci o expresie de forma a,X" +a, X" +..+ X +a,,
cun €N i a,,a,,...,a, €K, se numeste polinom in nedeterminata X cu coeficienti in K.
Multimea acestor polinoame se noteazi K [X ] . Dacd fekK [X ] , atunci scrierea
f=aX"+a, X "' +..+aX+a, se numeste forma algebrici a polinomului f, iar
clementele a,a,,...,a, € K se numesc coeficientii polinomului £ Doud polinoame din
K [X ] sunt egale daci au aceiasi coeficienti. Cu operatiile uzuale de adunare §i inmultire a

expresiilor algebrice, K[X] este inel, numit inelul polinoamelor in nedeterminata X cu

v coeficienti in K. Polinomul avéand tofi coeficientii nuli se numeste polmomul nul §i se

noteazi 0.
¢ Gradul unui polinom

Polinomul f=a,X"+a, X" +..+aX+a,eK[X] are gradul n daci a,#0si
a, =0 pentru k > n. Scriem grad( f )=n. In acest caz a, se numeste coeficientul
dominant al lui f si scriem f=a,X"+a, X" +..+ aX +a,. Polinomul 0 are prin

definitie gradul —o .

Proprietati
1. grad (f +g) < max (grad f; grad g), pentru orice f,g € K[X].
2.grad (fg)=grad (f)+ grad (g), pentru orice f,g € K[X].

« Functia polinomiala a unui polinom

Daci f=a,X"+a, X" +..+aX +a,eK[X], atunci functia f:K — K definitd
prin f(x)= ax"+a,_x"" +..+ ax+a, se numeste funcfia polinomiald atasata lui f.

Daci ae K, elementul f(a) € K se numeste valoarea polinomului f in punctul a si se
noteaz f(a).

o Teorema impartirii cu rest. Pentru f,g e K[X], g#0, existd si sunt unice

~ polinoamele c i r € K[ X]astfel incat f=gc+r sigrad(r) <grad (g).
~+* In acest caz polinoamele c si r se numesc catul si respectiv restul impartirii lui f 1a g.

o ImpirtirealaX- g, acK
Proprietatea 3. Restul impartirii lui f € K[X] laX-aeste f(a).

Schema lui Horner. Citul si restul impargirii lui f =anX"-Fa"_lX""+...+

. +aX +a, laX-ase pot determina dupa urmatoarea schema:

LE
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| a, a,, B nee = csssessseasizess a, a,

a a, aa,+a,, ab, ,+a,, ........ ab +a, aby+aq,
Il I I [ I
bn-l bn—Z bu-3 bo r

Citul este ¢ =b,_ X" +B, , X" +..+ b X +b, , iar restul este r = by = fla).
Exemplul. f=4X*-3X’+2X-5,g=X+1

|4|=3 |02 |-5
-1l4]-7]7]-510
deci c=4X>-7X*+7X-5 sir=0.

Divizibilitatea polinoamelor

. Definitie 1. Fie f,g € K[X]. Spunem ci g divide f daci existd ¢ € K[X] astfel incat
f = gc , adicd restul impdrtirii lui f la g este egal cu 0 — pentru g # 0. Scriem g | /.
Definitia 2. Fie f,g < K[X]. Polinomul d e K[X] se numeste un cel mai mare
divizor comun al f5i g daci

ad|f,si bdlf
dlg d1|g=>d||d,d,eK[X].

Definitia 3. Fie f,geK[X]. Polinomul meK[X] se numeste un cel mai mic

multiplu comun al lui f5i g daci

i

a)fimsi b)f|h
glm glh =>m|h,heK[X].
Proprietati B

. 4. Pentru orice doui polinoame f,g € K[X]existd un c.m.m.d.c. §i un c.m.m.m.c.

S.dek [X] este un c.m.m.d.c. al polinoamelor fsi g <> a- d cua € K" este un c.mm.d.c.

al polinoamelor f'si g . Analog pentru c.m.m.m.c.

2. Radacinile polinoamelor

Definitie 4. g ¢ K se numeste rdddcindalui f € K[X] dacd f(a)=0.
Teorema lui Bézout: g este radicini a lui f<> X — a | f; deci daci existd g e K[X] cu

| f=(X-a)g.

Un polinom feK[X ] de grad n, f# 0, are cel mult » ridicini in K. Un polinom

feC[X] de grad n, f# 0, are n ridicini in C. Singurul polinom care are mai multe
ridicini decit gradul siu este polinomul 0.

Relatiile lui Victe. Fie f=a,X" +a, X" +..+ a,X +a, € C[X], a, # 0. Notam cv
X,,X,,...,%, € C radicinile polinomului f . Atunci:

P
'

b

!
i

a
S, =X +x +..+x, =——2L

a"
= XX, + XX+t X, X, = 222
§ =X XX foor X, X, =
n
$ a,,.
83 S XEHy ek XX, X, =

n G
Sy =XhpXye X, = (1 -2
\ n

in general, folosim notatia S, =xf +x} +---+x!, unde k este un numir natural nenul

(sau ke Z,daci a,#0). Avem S, =s5,,S, =57 —2s,.

Exemple
2. Fie f=2X°-4X*-5X +35i x,x,,x, € C ridicinile sale. Atunci

.

-4
x,+x2+x3=—7=2

X%, + XX+ X%, = o
XXy Xy = X
{ 2
3, Fie f=X"+2X?+3X -3 si x,x,,x,,x, € C radicinile sale. Atunci
x+x,+x4+x,=0

XX, XX + XX, + X0 + X, X, + XX, =2
1 XXX+ XXX, H XXX, X%, =3

(XX, %0, = =3

*® Polinoame cu coeficienti reali, rationali, intregi

Proprietati

7. Dac3 polinomul f are toti coeficientii reali §i are ridicina z € C, atunci are si ridicina

Z . Numirul ridicinilor din C-R ale lui f este numir par.

,8 Daci polinomul fare toti coeficientii rationali §i are ridicina a+ bJd ,undea, b, deQ

X

1

bt

]
k)

B

5
1.‘ "

si Vd eR-Q, atunci f are si ridicina a—bvd .
"9, Fie polinomul f=aX"+.+aX+a,, cu aa,...a,€Z, a,+#0, si numerele

P.q€Z, (p,q)=1.Daci a= £ este radacini a polinomului £, atunci pla, si qla,.
q

*Ecuatii binome. Ecuatia x" -a=0, a=r(cosa+isin a) e C, are solutiile
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X, = d;(cos d

* Ecuatii reciproce. Polinomul f=g X" +a,_X"" +..+aX+a,€C[X] se nu-

T ..«
+i smﬂ)
. n

s, k=0,n-1.

meste reciproc daci a, =a, , pentru orice k =0,n. In acest caz ecuatia f (x) =0 se

numegste ecuatie reciprocd.
Proprietati

10. Produsul a doud pohnoame reciproce, cétul §i restul impartirii a doud polinoame
reciproce sunt polinoame reciproce.

11. Un polinom reciproc de grad impar are ridicina x = —1. Pentru a afla radicinile unu;
polinom reciproc f de grad 2k+1, se imparte f la X +1 si catul este un polinom

reciproc g de grad 2k . Ecuatia g(x)=0 se imparte cu x* si se face substitutia Jc+1 =t.
x

Exemplud. f=X’-3X*+X’+X*-3X+1eC[X].
Din schema lui Horner

rezulti ¢ f=(X+1)g, unde g=X*-4X>+5X> —4X +1. Avem g(x) =0 & x* — 42" +

Sx-4dx+1=0& x2+%—4(x+l)+5=0 SP-2-4+5=0F—4t+3 =0, unde
x

X

t=x+l. Rezultd t; = 1 §i 1, = 3, iar cele 4 ridicini ale Iui g rezultd din rezolvarea
x

- ecuatiilor x+l=l X -x+1=0si x+l=3 o -3x+1=0.
x

X

*Polinoame ireductibile
Definitie 5. Un polinom fekK [X ] de grad mai mare sau egal decit 1 se numeste

ireductibil dac nu existd g,he K[X] cu f=gh sigrad(g)=1, grad (k)21

Proprietati
12, Orice polinom f € K[X] de grad 1 este ireductibil.

13. Un polinom f e K[X] cugrad(f)22 care are o ridicina in X este reductibil.

14, Un polinom f e K[X] cu gradul 2 sau 3 este ireductibil daca si numai daci nu are

ridicini in X .
15, Un polinom feK[X] este ireductibil dacd si numai daci polinomul af este

ireductibil, oricare ar fi ae K.

Observatii ) _
1. fe C[X ] este ireductibil daci si numai daci grad ( f ) =1.

2. feR[X] este ireductibil in R[X] daci ¢i numai daci grad(f)= 1 sau
grad(f)=2 si A<O.

Teoremi. Fie feK[X] cu grad(f)2= 1. Atunci existad in mod unic polinoamele
ireductibile 81582598, €K [X ] astfel incdt f =g, g,---g, , unicitatea fiind panid la

ordinea factorilor si asociere in divizibilitate (g este asociat in divizibilitate cu A daci existi
g € K astfel incit g = ah).

Probleme propuse

4. Determinafi gradul polinomului f = (a-1)x* +(a ~1)X*+(a+2)X +1eC[X] in
functiede aeC.

2. Aflati cétul si restul impartirii polinomului f =3X *+4X* + X* +2X -3 1a polinomul

 g=X'+X-2 ,

3. Fie f=(X?+ X+ +(X* =X +1)" §i f=a,X* +a,X” +...+ a, forma sa algebncé

a) Calculati {1). &) Determinati ag + aso.

4. Determinafi restul impartirii lui f = (X*+3X* -5X +2)" la X 1.

5. Determinati valorile reale ale lui a pentru care resturile impirtirii polinomului

g f=X’+2X*+aX-11la X +1 §i X -2 suntegale.

é, Determinati, folosind eventual schema lui Horner, catul gi restul impirtirii polinomului
f=X>+4X° -2X +5 la:
a) X+1; b X-2.

7. Determinati restul impirtirii polinomului f X* —4X? + X +5 la polinomul X*-1.

8. Determinati valorile reale ale lui a pentru care polinomul f=X*-3X>+aX’>+X +5
se dividecu X +1.

9, Determinati valorile reale ale lui a §i b pentru care polinomul X*?+X+2 divide

¢ polinomul f=X*+X’+3X*+aX+b.

10, Fie f=X*+X?+1 sig =X’ +2X? +2X +1. Determinati un c.m.m.d.c. al lui f§i g si
un c.m.m.m.c. al lui fsi g.

1. Fie f=X*-3X*+5X+7eC[X] si x,x,,x, €C radicinile sale.

Calculati: a) x, +x, +x,.

b) +—l—+ L

XX, XX

7 X, X. )
- 273
N2, Fie f=X"+5X"-2X +3eC[X] si x,x,,x €C radicinile sale.

. Calculati: @) x} +x2+x7,

| pLelel,
Wy By %, &
b o X +x+x;.

13, Fie f=X*-3X"+2X*+ X +1eC[X] si x,%,,%,x, € C radicinile sale. Calculati:

’ @) (1 -x)(1 -x)(1 -x)1 -x),
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o (o))
X 3 X3 X4
14. Fie f = X* -~ X*+3X -5eC[X]si x,x,,x; € C radicinile sale. Calculati:
@) x+x3+x],
B) X2x, + X1+ X XX+ XX XX, 4
15. Fie f=(X" +X+1)40 + (x° -X+l)w si f=a,X"+a,X" +..+aX+a, formy
sa algebric3. Calculati:
a) a;.
b) a,+a, +a, +...+ay.
¢) a,+a,+a,+..+a.
16. Fie polinomul f =X’ +aX*+bX +c cu a,b,ceQ.
a) Determinati a, b, c stiind ¢& f are rddacinilex; =x; =1 §ix; =-2.
b) S4 se arate c4 dach f are radicina 2, atunci f are o radicina rational.

¢) Si se arate ca dacd a, b, ceZ, iar numerele f(0) si f(1) suntimpare, atunci f -

nu are ridicini intregi.
Bacalaureat, 2008

17. Fie f=X°+4aX*>+20X+b cua, b eR i x,x,,x, € C ridicinile lui.
a) Determinati x;, x,, x; in cazula=3 i b=0.
b) Aratati ¢ (x,—x,)" +(x —x,)’ +(x, —x,) =32a* -120.
Adaptare bacalaureat, 2008
18. Fie polinomul f =X*- 5X*+ 4.
a) Determinati ridicinile i f .

b) Dctefminai;i polinomul & e Q[X] cu h(0)=1 si care are ca ridicini inversele

riddicinilor lui f, Adaptare bacalaureat, 2009
19. Fie polinomul f=3X*-2X’+X*+aX-1 cua eR si x,x,x,,x, €C ridicinile
sale.
a) Calculati l+i+L+i .
X X X X
b) Determinati restul impartirii lui fla (X — 1),
¢) Aritati c3 polinomul f nu are toate ridicinile reale.
Bacalaureat, 2008

-~ 20. Fie polinomul f =aX*+bX+c,cua, b, ceZ.
a) Aritati ca numarul f(3) - f(1)este par.
b) Aritati ca x— y divide f(x) - f(y),oricarcar fi x,yeZ.

Adaptare bacalaureat, 2009
21, Fie polinomul f =4X*-12X*+aX +b cu a,beR.

a) Determinati a,b € R astfel incit polinomul X?* -1 divide f.

:.,. b Determinati a,b €R astfel incat polinomul f'si aib3 radicinile x,,x,,x, in progresie

aritmeticd §i x] +x; +x; =11.

22. Se considera polinoamele f = X° +2X*+3X +45e Z[ X] si f=xX>+x+ieZ,[X].
a) Aritati ci f este ireductibil in Z,[X].

B) Aritati ci f nu se poate scrie ca produs de doud polinoame cu coeficienti intregi,

@ neconstante. Adaptare bacalaureat, 2009

23. Fie polinomul f = X*+3X?+aeZ,[X].
g) Calculati f(0)+f()+f(2).
b) Pentru a =2, determinati radacinile lui fdin Z,.
~ ¢) Determinati a € Z, pentru care f este ireductibil in Z, [x].

Adaptare bacalaureat, 2008

Bacalaureat, 2008
24, Fie polinoamele f,g e R[X], f=(X -1)° +(X-2)"si g=X*-3X+2.
. @) Descompuneti g in factori ireductibili in R[X].
" b) Demonstrati ci polinomul g nu divide polinomul f .
"' ¢) Determinati restul impirtirii lui f la g.
Bacalaureat, 2006

25. Fie f=X*+mX*+n cum, n eR si x,x,,x,,x, € C radicinile sale.

a) Determinati m §i n stiind cix; =0six; = 1.
-, b) Determinafi valorile lui m pentru care x; +xj +x; +x; =2.

¢) Pentrum = n = 1, descompuneti f in factori ireductibili inR[X]. Bacalaureat, 2009
26. Fie polincamele f=X"*+aX’+bX*-5X+65ig=X"+X -2, unde a si b sunt doud

.., numere reale.

a) Determinati valorile lui a i b pentru care g divide f .
b) Pentru a=-3 5i b= 1 descompuneti f in factori ireductibili inR[X].
Bacalaureat, 2008
27 Se considerd polinomul f = X* —-9X? - X + 9 cu ridicinile x,,x,,x, eC.
", @) Determinati citul gi restul impartirii lui £ la X*-1.
- b) Verificafi cd x; +x; +x; =9(x] +x; +x;)-18.
"1t ©) Rezolvati ecuatia f (3‘) =0,xeR.
- 28, Fie polinomul f = X* +2X*+aX? -2X +1cu aeRsi x,x,,%,x, € C ridicinile sale.
" @) Caleulafi (1-x))(1-x)1-x2)1-x2).

b) Determinali valorile reale ale lui a pentru care x{ +x; +x} +x; =8.

Bacalaureat, 2009

'“(29 Fie polinomul f=X*-3X+m cum eR si x,x,,x, ridicinile sale.

© @) Pentrum =2 determinafi radzcinile lui f .

b) Calculafi x! +x} +x; .

¢) Determinati valorile lui m € R pentru care f are toate ridicinile intregi.
Bacalaureat, 2009
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30. Fie f=2X’—4X”+aX +1cu aeZ. Determinaii valorile intregi ale lui a pentru care
f are cel putin o ridicina rationald.

31. Se considera polinoamele cu coeficienti complecsi f = x*-1si g=X ‘1.
a) Determinati un c.m.m.d.c. §i un c.m.m.m.c. pentru f si g.
B) Determinati numarul solutiilor distincte din C ale ecuaiei f(x)g(x)=0.
Adaptare bacalaureat, 2009
32. Determinati restul impirtirii polinomului f = X' + X* +3X? + X +5 la polinomul:
a g=XxX"-1.
b) h=X*+X+1.
0 t=X"-1. _ : :
33. Determinati restul impartirii polinomului f = X* +20X> +5X?+7X +1 la polinomy]
g=(Xx+1).
34. Determinati restul impdrtirii polinomului f = X (X + 1)20 la polinomul g =X (X -1’
35. Fie ceC[X] ciml mpiriri polinomulii f =X -30X>+X+8 la polinomul
g= (X--l)2 . Calculati ¢(-1).
36. Se consideri polinomul cu coeficienti complecsi f = X* =5X° +3X? -~ X +1 six,, x,,
x3, x4 € C ridicinile sale. '
@) Determinati un polinom geC[X], de grad 4, care are radicinile
Vx,1/x,1/x;,1/ x,.
b) Aritati ¢ polinomul f nu are toate ridicinile reale.
37. Se considerd polinomul cu coeficienti complecsi f=X*-2X>+ X2+ X -1 six, x5,
x3, x4 € C riadacinile sale.
a) Calculafi x) +x] +x} +x7.
b) Aritati ci polinomul f nu are toate ridicinile reale.
38. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f = X* +2aX>® +3bX2 +cX +d si x;, X2
x3, x4 € C ridicinile sale.
a) Calculafi (x, +1)° +(x, +1)" +(x, +1) +(x, +1)’.
b) $tiind ca polinomul f are toate radicinile reale si a =bh=2 , determinati valorile lui
csid
39. Se consideri polinomul cu coeficienti reali f = X* - pX>+¢X —r,cu p,q,r>0.
@) Aritati c3 polinomul f are o ridicina real3 strict pozitiva.

b) $tiind ci polinomul £ are toate ridicinile reale si p =3,r =1, determinati valoarea
lui g.

40. Se considers polinomul cu coeficienti reali f=X*+aX®+aX?+bX +c, unde

8
ae (0, 3) Ardtati ¢4 polinomul f nu are toate radacinile reale.

41. Se considerid polinomul cu coeficienti reali f=X*+4X°+5X2-6X +a, unde
a€[9,) . Artati ci polinomul f nu are nicio radacini real.

42. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f =X*+aX?+aX+1. Determinati
valorile reale ale lui a pentru care polinomul f are toate rddacinile reale.

43. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f=X>—-12X +m. Determinati valorile
reale ale lui m pentru care polinomul f are toate riadicinile reale.

44. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f=X*+2X’+aX?-2X +1. Determinati

valorile reale ale lui a pentru care polinomul f are toate radacinile reale.
30

45. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f= (X T+ X+ 2)30 +(X X +3)
5i f = X® +ayX” +...+a, forma sa algebrica.

a) Determinati g, .

b) Aritati ci polinomul f nu are nicio radicind reala.
46. Determinati multimea valorilor intregi ale lui
f=X"+X"+aX +1 este ireductibil peste Q .
47. Se considera polinomul f=X*+2X*+X+aeZ,[X]. Aritati ci pentru orice

a pentru care polinomul

aeZ,, polinomul f este reductibil peste Z, .
48. Se considera polinomul f =X*+X’+X+aeZ;[X]. Determinati a € Zastfel incat
polinomul f* s3 fie ireductibil peste Z; .
49. Se considera polinomul f = X*+4X*+3eZ[X].
a) Aritati ci polinomul f nu are rddicini in Z,.
b) Aratati ca polinomul f este reductibil peste Z; .
50. Se considera polinomul f=X*+X’+X+2eZ,[X].
a) Aratati ca polinomul f este reductibil peste Z, .
b) Determinati un polinomul geZ, [X ] , ireductibil peste Z,, avand aceeasi functie

polinomiali ca f.
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Tema 3.1
Limite de siruri. Limite de functii.
Functii continue. Functii derivabile

l " 1.Siruri de numere reale

giruri marginite

' Sirul (x,),21 este marginit superior dacd existd M eR astfel incat x, <M, Vn21.

girul (x,),21 este mdrginit inferior daci existd .m e R . astfel incat x, >2m, Vn2>1.

Sirul (x,),» este mdrginit daci este mérginit inferior si superior.

Observatie. Sirul (x,),,, este mirginit daci existd M >0 astfel incét |x, | <M, Vn21.
Siruri monotone

Sirul (x, )21 €ste crescdtor (strict crescétor) dacd x, <x,,, (respectiv x, <x,,,), Vn21.

Sirul (x,),» € descrescdtor(strict descrescitor)dacd x, > x,,, (respectiv x, > x,,,), Vn21.

Limite de giruri. Siruri convergente/divergente Criterii de convergenta
. Sirul (x,),5 are limita AeR (scriem lim x, =A) daci orice vecinatate a lui 4

n—w
contine toti termenii girului incepand de la un anumit rang. Un sir este convergent daci are
limiti finitd; in caz contrar girul este divergent.

Daci un gir are limit4, atunci orice subsir al siu are aceeasi limitd. Un sir care confine
doua subsiruri cu limite diferite este divergent.

1.Daci (x,),,; este un §ir strict crescitor i neméirginit, atunci lim e 0.

no®o X
2. Criteriul majorarii. Fie (a,),; un §ir cu termeni pozitivi, convergent la zero si

(x,),>; un §ir cu proprietatea ci existdi 4 R astfel incét Ix,, —ZI <a,, pentru orice n2>1.

- Atunci (x,),», este convergentsi limx, =A.
n—wo

¢ Consecintd (0OM). Fie (a,),» un sir convergent la zero si (x,),» un sir marginit.
Atunci lima,x, =0.
n—yw

.. 3.Criteriul clestelui. Fie (a,),1, (X,)n1 §i (b,), treisiruri astfel incdt a, <x, <b,
pentru orice n21 i lima, =limb, =1. Atunci limx, = 4.

n—w n—w n—x
4, Teorema lui Weierstrass, Orice sir monoton gi mirginit este convergent.
5. Criteriul raportului. Fie (x,),,, un sir cu termeni strict pozitivi astfel incat existd

 limita lim 221 = 4. Daci 0< A <1, atunci lim x, =0, jar daca A >1, atunci lim x, = 4.

n—»®o x" n—»e n—wo

@
b

6. Lema Cesaro-Stolz. Fie sirurile (a,),»; §i (4,),» astfel incdt (b,),,, este strict

" Crescitor si nemarginit. Daca existi limita lim a"L-Z"- =AeR,atunci lim %’L =A.

n—o - n—»o
n+l n

L
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Limite remarcabile de siruri

.

°°Sgn(a—”),p>q +00, g >1

q9

v . 1, ¢g=1

_anf+a,n’" +.+anta, la, _ Jim ¢" =

e Ifn"+b_ln""+...+b,n+b0 5’ =g = 0, q.e(—l,l)
! ! 0, p<q nu existd, g <~

2. Limite de functii

Multimea punctelor de acumulare a unei multime nevide D c R se noteazi D'.
Functia f:D—R are limita A€ R in punctul ae D' (scriem hm f (x)=A2) daca

sentru orice §ir (x,),,; < D \{a} astfel incét lim x, =a, atunci lim /' (x,,) =2.
’ n—w® n—y0
Teorema. Fie f : D — R o functie elementard §i a € D . Atunci lim f(x) = f(a).
x—>a

Criteriul cu limite laterale. Daci aeR este punct de acumulare al mulfimilor
DA (~x,a) si DN(a,+o), functia f:D—R are limita AeR in punctul a daci si
numai daci fare limit3 la stinga §i la dreapta in a §i li}n fx)= li\r‘n Jx)=4.

lim(1+—l—) =e;
ix—)m X

arcsin x

1
Limite fundamentale. ling Q+x)x =e;

sinx tgx arctg x

lim——=1; lim—=—=1; lim =1; lim =1
x>0 x x>0 x x—0 X =0 x
lmM=l; lim & -1=1; lim 2 _1=lna; lmw=r
x—0 x -0 x -0 x x—0 X

Asimptote orizontale. Fie f:D — R astfel incit +o (respectiv —o ) este punct de
acumulare al lui D. Dreapta de ecuatie y=a, unde aeR, este asimptotd orizontald la
graficul functiei spre +oo (respectiv —o ) dacd lim f(x) = a (respectiv lim f(x)=a).

X—»® X—>—00

Asimptote oblice. Fie f:D— R astfel incit +wo, respectiv o, este punct de
acumulare al lui D. Dreapta de ecuatie y =mx+n, unde mne R, m#0, este asimptotd
oblicd la graficul functiei spre +o (respectiv spre —o ) daci

NAC) NAC))

lim=——~=m lim —~=m
R d I 4 x> X

lim (/(x)~mx) =n Jim (f()-mx)=n

Asimptote verticale. Fie f:D— R si a un punct de acumulare al lui D. Dreapta de

Ccuatie x=a este asimptotd verticald la stdnga (respectiv dreapta) pentru graficul functiei
[ daci li}n J(x) =00 (respectiv li\r'n f(x) =+0).

si respectiv

3. Functii continue

Functia f:D — R este continui in punctul a € D daci pentru orice §ir (x,),» <D
astfel incét 351; x, = a, atunci 321; f(x,)=f(a).

Daci ae DN D', atunci feste continui in a daci si numai daca lif.l, f(x)=f(a).

O functie f:D — R este continui pe D daci este continui in f':ecare punct aeD.

Continuitate laterala. Daci ae D este punct de acumulare pentru (—0,a)N D, se
spune ci feste continud la stdnga in a daci li}n S(x)= f(a) (altfel scris f(a—0)= f(a)).
x/ a

Dacd ae D este punct de acumulare pentru (a,+0) "D, se spune ci f este continud
Ja dreapta in a daci h'\r'n JS(x)=f(a) (altfel scris f(a+0)= f(a)).

Functia f:D — R este continud in punctul ae DN D' daci si numai daci f este
continu la stdnga si la dreapta in a , adic3 dac3 si numai daci f(a—0)= f(a) = f(a+0).

Puncte de discontinuitate. a € D este punct de discontinuitate de speta I al functiei
f:D—R daci are limite laterale finite in a si nu este continud in a. Daci cel putin una
din limitele laterale nu existd sau este 4o, @ este punct de discontinuitate de speta a Il-a.

Operatii cu functii continue, Daci functiile f,g:D — R sunt continue in punctul
aeD,atunci af +fg,(a,feR), f-g,|f]|, max(f,g),min(f, g) sunt functii continue

f

m a, iar dacd g(a)# 0, atunci L este continui in a.

Fie functiile f: DoE si g:E—>R. Dacid f este continud in aeD, iar g este
continud in b= f(a)e E, atunci funcfia gof:D—>R este continui in a. Avem
limg(f(x))= g(lim f (x)) (o functie continui comuti cu limita).

X—>a xX—>a

Proprietatea lui Darboux. O functie f:7— R are proprictatea lui Darboux pe
intervalul I daca pentru orice x;,x, € si orice A cuprins intre f(x,) si f(x,), existd
ce(x,x,) astfel incit f(c)=4.

- Ofunctie f:7— R are proprietatea lui Darboux daci si numai daci imaginea oricdrui
interval prin functia f este tot un interval (cu alte cuvinte, pentru orice interval J </,
multimea f(J) este interval).

* O functie cu proprietatea lui Darboux nu are puncte de discontinuitate de speta I.
Teorema. Orice functie continuid f:7/ — R are proprietatea lui Darboux.

Proprietati ale functiilor continue.
1. Fie f:[a,b)]> R o functie continui astfel incit f(a)-f(b)<0. Atunci existi

9;- ¢ € (a,b) astfel incat f(c)=0.
2, O functie continui, care nu se anuleazi pe un interval /, are semn constant pe I.
3. Teorema lui Weierstrass. O functie continui f :[a,b] > R este marginiti si isi atinge

' marginile (adici existd u,v €[a,b] astfel incit f(u) =min f(x) si f(v)=max f(x)).
4. O functie continui f: I - R este injectiva daci si numai daci este strict monotoni.

S.Daca f:1 - J este o functie continui i bijectiva, atunci f 1. J > I este continua.
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4. Functii derivabile

 Funcfia f:D—>R are derivati in punctul aeDND' daci existd limity

fla@=l mM e R (numit3 derivata functiei fin punctul x=a).
x—>a x—a

Daca f'(a)e R, se spune cd feste derivabild in punctul x=a. O functie f:D -5 R
este derivabils pe D daca este derivabild in orice punct aeD. In acest caz, functia
x— f'(x), x €D, se numeste derivata functiei f.

Teoremi. Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel punct.

Derivate laterale. Daci a €D este punct de acumulare pentru (-,a)N D, se spune
c4 f are derivatd la stdngain a daci existd limita 11/12 f (xi £ (O} 4 f (@eR.

Daci ae D este punct de acumulare pentru (a, +w0) N D, se spune ci f are derivatd Iq

L@ 1R,

dreapta in a daci existd limita lm‘1z

Functia f:D—>R are denvatﬁ in a eDnD' daci §i numai dach f are derivate
laterale egale in a. in acest caz, £,(a)= f,'(a)=f"(a).
Interpretarea geometrica a derivatei. Derivata unei functii (derivabile!) intr-un

punct este egald cu panta tangentei la graficul functiei in acel punct.
Daci f:D— R este o functie derivabild, atunci ecuafia tangentei la graficul functiei f

in punctul de abscis3 x =a este y— f(a)= f'(a)-(x—a).
Puncte unghiulare, de intoarcere, de inflexiune. Fie f: D — R o functie continua
dar care nu este derivabili in punctul x = a, ins3 are derivate laterale in a. Atunci:

e a este punct unghiular al graficului lui f dac3 cel putin o derivati laterald este finit,
e a este punct de intoarcere al graficului lui f daci f,'(a) =—o §i f,'(a) =+ (sau invers);

® a este punct de inflexiune al graficului lui f daca f,'(a) = f,'(a) =

Observatie. Fie f:I > R. Un punct aelpentru care existdi r>0 astfel incat
(a-r,a+r)c I se numeste punct de inflexiune al functiei f daci fare derivati in g (finitd
sau infinit3) si este convexi pe (a—r,a) si concavi pe (a,a+r) sau invers.

Reguli de derivare. Daci u:D > E si f,g:E — R sunt functii derivabile, atunci:
L(f+g)=Sf+g"; 2. (af)'=af',VaeR; 3.(e)'=S'g+/8";

1 ' ' Yoy 1
4. (—] =—L2; 5. (1) =—fg2fg : 6. (fou)=[f'(u)u'.
f s g g "
Observatie. Daca u §i v sunt functii derivabile i u >0, atunci functia »* =" est€
derivabild §i (u*)' = "™ (v'lnu +v--u—-) =u’ (v'lnu +v—zf—) .
u u
Derivarea functiei inverse. Dacid f:D — E este derivabil, bijectivd si f'(a) # 0,
. B 1
unde ae D, atunci f~' este derivabila in punctul b= f(a) si (f™)'(b) = @

Formule de derivare a functiilor compuse
1. @) =au* ' u',aeR*; 2,(@)=d"lna-u,a>0; 3. (e")'=¢€"-u';
L] ]

4. (\/17)"-#; 5. (Inu)'=— 6. (logau)'=ulna;
u
7. (sinu)'=cosu-u'; 8. (cosu)'=—sinu-u';
9. (tgu)'= ; 10. (ctgu)'=-——; 11, (arcsinu) = —2—;
cos’u’ sin“u 1—u
12. (arctgu)'= “ > 13. (arccosu)'=— = s 14, (arcctgu)'=— al =
1+u 1-4° 1+u

5. Proprietatile functiilor derivabile

Puncte de extrem. Fiind dati o functie f:D — R, un punct a € D se numegte:
a. punct de maxim local daci existd U € V(a) astfel incdt f(x)< f(a), VxeUND;
b. punct de minim local daci existd U € V(a) astfel incit f(x)2 f(a), VxeUND.

Un punct de minim sau maxim local se numeste punct de extrem local al functiei f.
Daci a este un punct de extrem local al lui £, valoarea f(a) se numeste extrem local al

functiei f (minim sau maxim).

Teorema lui Fermat. Fie I un interval deschis §i a e un punct de extrem local al
functiei f:I — R . Daci feste derivabila in punctul g, atunci f'(a)=0.

Consecinta. Dacd f:7 5> R este o functie derivabild pe un interval deschis 7, atunci
punctele de extrem local ale functiei f'se gasesc printre zerourile derivatei (punctele critice).

Teorema lui Rolle, Fie f:[a,b]—> R o functie continui pe [a,b], derivabila pe (a,b),
astfel incat f(a) = f(b) . Atunci existd c € (a,b) astfel incit f(c)=0.

Consecinte. Fie f:1 > R o functie derivabili pe un interval I. Atunci:
C1. Intre dous zerouri consecutive ale functiei f'se afla cel putin un zero al derivatei /.
C2. Intre doua zerouri consecutive ale derivatei f" se afli cel putin un zero al functiei f.

Teorema lui Lagrange. Fie f:[a,b)] >R este o functie continud pe [a,b] si
derivabild pe (a,b). Atunci existd c € (a,b) astfel incat f(c) = M .
-a

Consecinte ale teoremei lui Lagrange.
1. O functie derivabili cu derivata nul pe un interval / este constanti pe 1.
2. Dou functii derivabile cu derivatele egale pe un interval 7, difer printr-o constanti pe /.
3. Fie f:1 - R o functie derivabila.

a. Dacd f'(x) >0, pentru orice x € I , atunci f este crescitoare pe

b. Dacd f'(x) <0, pentru orice x € I , atunci f este descrescitoare pe I.
4.Fie f:15R o functie continui pe I §i a € I . Daci f'este derivabild pe 7\ {a} siexistd
limita lim f'(x)=4 <R, atunci fare derivati in x=a si f(a)=2.

As
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Teorema lui Cauchy. Daci f,g:[q,6] —> R sunt continue pe [a,b] si derivabile pe I

S _ f(b) - f(a)
g'c) gb)-gla)’

Teorema lui Darboux. Dacd f:I — R este derivabild pe un interval I, atuncj
jerivata sa ' are proprietatea lui Darboux pe I.

Rolul derivatei a doua in studiul functiilor. Fie f:7 >R o functie de doui orj

{erivabild pe un interval 1. Atunci:
a.Daci f"(x)20, pentru orice x € I , atunci feste convexi pe [;

b. Daci f"(x) <0, pentru orice x € I, atunci f este concavi pe ;
¢. Daca a € Int(/) este un punct de inflexiune al functiei f; atunci f"(a)=0.

(a,b), astfel incat g(a) # g(b), atunci exista ¢ e (a,d) astfel incét

Regula lui LRHéspital. Fie .abe R,a<b. si IcR un interval, cy
(a,p)cIc[a,b]. Daci x, €[a,b] si f,g:1\{x,} = R sunt doud functii cu proprietitile:

a. lim f(x)=lim g(x)=0 (respectiv lim |g(x)]=+o);
X=Xy XXy X—>Xg

b.f'si g sunt derivabile si g'(x) #0, Vx e I\{xy};

C. existd limita lim PACI AeR;
xx g'(x)

atunci existd U € V(x,) astfel ca g(x)#0, VxeUNI\{x,} silimita lim % =1eR.
XX g X

Probleme propuse

1. Fie functia f:Ro R, f(x)=x-In(x?+1).

a) Calculati lim f(x).

b) Aritati ca functia feste crescitoare pe R.

¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.
2. Se considerd functia f:Ro R, f(x)=In(l+e")-x.

a) Determinati asimptotele graficului functiei f.

b) Aratati ci functia f este strict descrescitoare.
¢) Determinati imaginea (multimea valorilor) functiei f.

3. Se consideri functia f:R— R, f(x)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4).
1 1 1 1

+ + + =0

O 1 réd 14

¢) Determinati valoarea minima a functiei £,

b) Aritati ca

4. Se considerd functia f :(0,0)> R, f(x)=x—-x"In Xl .

X

n

li

a) Calculati f'(x), x€(0,0).
b) Calculati lim f'(x).

¢) Calculati lim f(x).

. Fie functia f:Ro R, f(x)=e"-x-1.
a) Determinati punctele de extrem ale functiei f.
b) Calculati 1imL(2£Z :
x—0 X

. Se considerd functia f:R—o R, f(x)=

¢) Aritati ¢ e* 2 x+1, pentru orice x € R.

x
x +1

a) Calculati f(x), xeR.
b) Calculati lim (1+ f(x))".

¢) Determinati multimea valorilor functiei f.

. Se consider functia f:R—>R, f(x)=vx*+1-x.

a) Aritati cd functia f este strict descrescitoare pe R.
b) Aritati ca functia f'este convexa.
¢) Determinati asimptotele graficutui functiei f.

. Se considerd functia f: R R, f(x)= Ixt-1.

a) Studiati derivabilitatea functiei f.
b) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.
¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei £.

. Fie functia f:(0.0)> R, f(x)= ln(l +l) .
x

10.

a) Aratati ca functia feste convexa.
b) Calculati limita sirului (a,, )nz] ,unde a, = f()+ f2)+...+ f(n)~In(2n+1).

©) Calculati limita sirului (b,) ., , unde b, = f"()+ f"(2) +..+ ["(n).

Fie functia f:(0,0) > R, f(x)= l_n_x
x

a) Determinati asimptotele graficului functiei f.
b) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.
¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

Fie p>2un numir natural fixat si funcfia f, :R— R, fy(x)=€"”. Pentru fiecare

numir natural # se consider3 functia f, :Ro R, f,(x) = f,,/_,(x) ;

a) Aritati ci £, (x) = p"e”, pentru orice x € R si orice neN.

b) Determinati asimptotele graficului functiei f,.

A@)+fr(@)+..+ f,(a)
J(@)

¢) Calculati lim ,unde aeR.

n—w
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1
12. Se consideri functia f:R*> R, f(x)=|x+2]e *.

a) Determinati asimptotele graficului functiei f,.
b) Determinati domeniul de derivabilitate al functiei f.
¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

x+Inx, x e (0,1]
13. Se considerd functia f:(0,0)> R, f(x)=4 Inx
x-1
a) Aritati c3 functia feste continui pe (0,).
b) Studiati derivabilitatea functiei fin punctul x=1.

, Xxe€(l,) ’

1
¢) Calculati lirrll( f)=1.

x<1
x+1

2x+3°
a) Determinati asimptota spre +oo la graficul functiei f.
b) Determinati limita sirului (a,) _ , unde a, = f(1)- £(2)-...- f(n) .

4. Se consider functia f : R\ {—%} >R, f(x)=

¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei g:R— R, g(x) = f (x?).

X

1+(x] )

S. Se considerd functia f:R > R, f(x)=
a) Calculai lim f(x)
x—>—o
b) Studiati derivabilitatea functiei fin punctul x=0.
¢) Determinati multimea valorilor functiei f.
6. Se consideri functia f:(~1,1) - R, f(x)= m(“—x) )
1-x
a) Determ‘inati asimptotele graficului functiei f.
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

¢) Calculati lim x* f ( ) ,unde 2 eR.

1
X0 ;
7. Se considera functia £ : (0, 0) >R, f(x)= (1 +l) .
x
a) Calculati lim f(x).
x>0

x>0
b) Determinati asimptotele graficului functiei f.
©) Calculafi lim x(1~1n £ (x)).

X=»0

3. Se consideri functia f: (-Lo) >R, f(x)=In(l+x)-x.
a) Detenpina;i intervalele de monotonie ale functiei f
b) Aratai ca In(1+x) < x, pentru orice x> -1,

< Calcula;i lim& .
x>0 x2

" 19. Se considers functia f:R >R, f(x)= (-l .

a) Studiati derivabilitatea functiei /.
b) Determinati punctele de extrem local ale functiei /.
¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.
20. Se considerd functia f:R - R, () =% +3x+4 .
a) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +wo la graficul functiei f-
B) Aritati ¢ f2(x)- f'(x)=x" +1, pentru orice x> 0.
¢) Determinati derivata functiei fin punctul x=-1.

2% x<0

Jx-1,x20
a) Studiati continuitatea functiei £
b) Determinati punctele unghiulare si de intoarcere ale graficului functiei f.
¢) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisi x=5.

22. Se da functia f:R >R, f(x)=¥x* +3x* +1-x.

21. Se considerd functia f:R - R, f(x) ={

a) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisd x=0.

b) Aratati c3 graficul functiei admite asimptoti spre +oo .
¢) Calculati lim (f(n))".
n—w

23. Se considerd functia f:Ro R, f(x)= x’
x+be*, x20
a) Calculati lin(l) f(x).
x<0

b) Determinati a,b € R pentru care functia f este continui pe R.

¢)Pentru a=13si b =% , studiati derivabilitatea functiei f in punctul x=0.

. x+cosx, x<0
24. Se considerd functia f:R >R, f(x)=1 , .
x‘+ef, x20
a) Calculati lim f(x).
X—p—0
b) Studiati derivabilitatea functiei f in punctul x=0.

¢) Calculati lim n(f(('/i)—f(l)) .

25. Se considera functia f:(0,0) > R, f(x)= izl .
x

a) Determinati asimptotele graficului functiei f-
b) Aritati ci functia feste strict descrescitoare.
¢) Aritati c3 functia feste mirginiti.
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T
x-1,x<0
Se considerd functia f:R 5> R, f( x)=40, x=0.

x+L, x>0
a) Aritati ci fnu are proprietatea lui Darboux.

. 1 1
b) Calculati %1%1) (f (xz) f (;D ;

c) Arﬁtaﬁ Cﬁfare derivaté in punctul x=0 si determinati fv(o) .

26.

Se considerd functia f: R R, f(x)=x+e".

a) Determinati asimptotele graficului functiei f
b) Aritati ca functia feste bljectlvi

¢) Caleulati (f')'(1), unde f™' reprezinta inversa functiei f.

27. S

1
2 .

x“sin—, x#0
Se considerd functia /R R, f(x)= x .

0,

28.
x=0

a) Calculati lin;l) J(x).

b) Aritati ca functia feste derivabild pe R.

¢) Demonstrati ¢3 functia f nu este monotona pe nicio vecinitate a lui 0.

. 1
29. Fie functiile f:R— R, f(x)=arctgx si g:R* >R, g(x) =arctg—.
x

a) Calculati lim (f (x) +xg(x))
b) Calculati f'(x)+g'(x), xeR*.

¢) Aritati ci arctgx + arctgl = %-sgn(x) , pentru orice x € R*.
x

sin x

30. Se considera functia f :[ 2) >R, f(x)=—
x

a) Calculati f'(x), xe (0, %) .
b) Studiati monotonia functiei /.
¢) Determinati multimea valorilor functiei f.
. Se considera functia f:(0,0) >R, f(x)=Inx-x.
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei /.

b) Determinati cel mai mic numér real a pentru care f(x) < a, pentru orice x € (0,)-
()] Aﬂap numirul de SOlll!Cii reale al ecua;iei f (x) =m ,unde m este un parametru real.

w
N

Se considera functia f:(-1,0) > R, f(x)=x-In(1+x).

a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

b) Determinati multimea valorilor functiei £

¢) Fie sirul (a,) , definit prin g, > 0si a,,, = f(a,), Vne N . Calculati ll_l;ll a,.

|

34.

35.

36.

. g) Calculati f'(x), x€(0,0).

37.

38.

39,

40.

. Se considera functia f:R — (-1,1), f(x)=\/x2 +x+1 —\/x2 —x+1.

a) Aritati ci functia feste strict crescatoare.
b) Aritati ci functia feste surjectiva.

¢) Aritati ci sirul (x,) definit prin x, =%§i X, =f(x,), VneN, este

n20°
convergent.

Se consideri functia f:(0,0) > R, f(x)=xInx.

a) Aritati ca functia f este convexa.

b) Demonstrati ¢ pentru orice n € N* existd un singur punct ¢, € (n,n+1) astfel incat
Sf+h)=f(n) = fc,).

¢) Calculati limc,.
n—»w

Se considera functia f :[0,0) &> R, f(x)= cos/x .
a) Aratati cd functia fnu are limita la +o0.

“ b) Determinati f',(0).
¢) Caleulagi lim (f(n+1)- f(n)).

Se considerd functia f:(0,0) > R, f(x)= L2 .

Jx

b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Comparati numerele 3% si 5%,

Se considera functia f:R—> R, f(x)=3Yx+2-Yx.

a) Calculati lim x* f(x),unde aeR.

b) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.

©) Aratatica 3 +37>2Y5.

Se considerd functia f:R > R, f(x) = x%¢".

a) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.

b) Aritatica [ (x) = (x2 +2nx+n(n- 1))e" , pentru orice n € N* giorice xeR.
[ " (n)

¢) Calculati lim SO+ O)+..+ S7O) .

n—»o n3

Se consider3 functia f:R - R, f(x)=sinAx,unde 4 e(-1,0)v(0,1).
a) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei £

b) Aratati ca f™(x)= A"sin (ﬂ.x + 221) , pentru orice n e N* siorice xeR.

¢ Calculati lim £ (0).

Se considera functia f:R\{-2,-1} >R, f(x)=———.
x“+3x+2
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41.

42,

43.

. Se consideri functia f:R > R, f(x)= {

@) Calculafi lim (SO + D +..+ f(m))".
b) Determinati punctele de extrem local ale functiei f
Y C0 ) [P
¢) Calculati 'l,l_r’g Z(:)—k! 0.
1
Se consideri functia f:R* > R, f(x)=e*.
a) Calculafi lim x(f(x)-1).
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

¢) Determinati valorile parametrului real m pentru care ecuatia f(x) = mx® are €Xact

trei ridicini reale.
1

Se consideri functia f:R* > R, f(x)= xe* .

a) Calculati f'(x), xeR*.

b) Determinati valorile parametrului real m pentru care ecuatia f(x)=m are exact
doud riadicini reale.

¢) Se considera sirul (a, )n20 definit prin a, >0si a,, = f(a,), VneN. Calculati

lim (f(a,)-a,).

Se considerd functia f:[0,3] > R, f(x)={x}-(1-{x}), unde {x} reprezint partea
fractionari a numaérului real x.
a) Calculati lin} f(x).
x>
. x<1
b) Determinati domeniul de continuitate al functiei f.

¢) Determinati punctele in care functia fnu este derivabila.
Bacalaureat 2009, varianta 28

. Se considera multimea de functii

M= {f J-L1]1-R | f este de doud ori derivabild, £(0)=0, f'(0) = 1} .
a) Aritati ci functia u:[-1,1] > R, u(x) = €” sinx apartine multimii M.

1
b) Aritati ca, daci fe M, atunci lim (1+f(x))x =/,

¢) Demonstrati c3, daci fe M si ne N*, atunci lin(1) f (xn)ﬂ—x = nf 2(0) .
x> X

Bacalaureat 2009, varianta 67

x, xeQ

2, xeR\ Q '
a) Aratati ca | f(x)| < x|, pentru orice x e[-1,1].

b) Aritati ci functia feste continui in punctul x=0.

¢) Aritati ci functia fnu este derivabild in punctul x=0.
Bacalaureat 2009, varianta 63

46.

47.
48.
49.

50.

L3

52,

L

Fie multimea 4=R\{L,2,...n}, neN*si f: AR, f(x)= 11+ L ot
X = X

a) Determinati asimptotele graficului functiei f.
b) Dacd a € R , determinati numirul solutiilor reale ale ecuaiei f(x)=a.

¢) Determinati numirul punctelor de inflexiune ale graficului functiei f.
Bacalaureat 2009, varianta 96

Se considerd functia f : (0,0) = (0,0), f(x)= ln(l +i) .
a) Aritati ci feste bijectiva.
b) Calculati (/7')'(1n2).

S+ 1@+t )
n(n? +1)

¢) Calculati lim
n—»wo

Se consider3 functia f:(1,©) > R, f(x)= ln(l ——12-)
x

a) Determinati asimptotele graficului functiei f.
b) Calculati f'(x), x € (l,0).

o) Caleulafi lim (f()+ /() +..+ f(n)).

ex

Se consideri functia f:R* > R, f(x)=—.
x
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Determinati asimptotele graficului functiei f-
¢ Calculati lim n* (f(n+1)- f(n)).

n—yco

Bacalaureat 2009, varianta 84

e -1
Se considerd functia f:R >R, f(x)=4 x **7 0.
1, x=0
a) Aritati ca functia f este continud pe R.
b) Studiati derivabilitatea functiei fin punctul x=0.

¢) Calculati 31_1)1010 n’ ( I (—l—)— f (ﬁ)) .

1 x=l,neN*

. Se consideri functia f:R - R, f(x)={n’ n

0, inrest
a) Calculati lim f(x).
xX—x®
b) Studiati continuitatea functiei /.
¢) Studiati derivabilitatea functiei f.
Se considers functia f:R o R, f(x)= e

a) Determinati asimptotele graficului functiei £
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei -
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@) Calculati lim n® (f(r+D)~f("),unde a cR. 4 Alte probleme selectate din variantele propuse de MEdCT

< f(k +1)— f(k) <—, pentru orice k € N*.

1
Je+1 J

¢) Aritati ca sirul (x, ), este convergent.

b) Aritati cd

6. Se considerd functia f:R >R, f(x)= x+3x.
a) Aritati c3, pentru orice A€ R, ecuatia f(x)=A are o unici soluie reald u(1).
b) Ariitati ci functia u definitd mai sus este derivabili pe R.
. u(d
¢) Calculati 1111_1’1(1)-%—) |
7. Se considers sirul (a, ), definit prin @ €(0,1) si a,,, =2’ -a, +1, Va21.
a) Ardtati ci a, € (0,1), pentru orice n21.
b) Aratati ci sirul (a,) , este monoton.

¢) Calculati lim a, si lim(aa,..a,).
n—w n—w
xsinl x#0
B. Se consideri functia f:R > R, f(x)= x’ ”
0, x=0

a) Aritati ci functia feste continui pe R.
b) Studiati derivabilitatea functiei fin punctul x=0.

o Fie x, €R i x,,, = f(x,), Vne N. Aritati ci sirul (x,) , este convergent.

9. Pentru fiecare ne N, n>1, se consideri functia f, :R 5 R, f,(x) =e ™™ + mx* —2x-1.
a) Aritati ca functia f, este convexd, pentru orice ne N*.
b) Demonstrati c3, pentru orice ne N*, ecuatia f,(x)=0 are o unici solufie reald

pozitivd, notati x, , iar x, € (l,w)
n n

¢) Calculati lim nx,.
n—rwo

0. Se considera functia f, :(0,0) > R, f,(x)=x" +Inx,unde ne N*.
a) Demonstrati c&, pentru orice ne N*, ecuatia f,(x) =0 are o singur3 solutie reald,
notatd x,, si x, €(0,1).
b) Aratati ci girul (x,) , este strict crescitor.

¢ Calculati limx, .
n—»0

r

-

I

1

71. Se consideri functia f:R*> R, f(x)=(x-1)e *.

a) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei / in punctul de abscisd x =1.

b) Aritati ci functia fare doud puncte de extrem.

¢) Determinati ecuatia asimptotei spre +o la graficul functiei f.

Bacalaureat 2008, varianta 81
2x°
2+l
a) Aritati ci graficul functiei fadmite asimptotd spre +oo.
b) Aritati ca functia f este inversabila.
i )

72. Se considers functia f:R— R, f(x)=

¢) Calculati Lim (£ (")) .

Bacalaureat 2008, varianta 91

73. Fie functia f:Ro R, f(x)=3x* —3x+2.
" @) Caloulagi tim?®).,

x-l x—1
x<1

b) Determinati domeniul de derivabilitate al functiei f.
¢) Determinati punctele de extrem ale functiei f.

74, Fie functia f:Ro R, f(x)=Yx* +3x% + 2x+1 =¥ - x+1.
a) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisd x=0.
b) Aritati c3 graficul functiei f admite asimptotd spre +wo .

¢) Calculati lim(f(l)+f(2)+---+f("))" .

Bacalaureat 2009, varianta 55

Bacalaureat 2008, varianta 99
n

x+1

75. Se considerd functia f:R\{l} > R, f(x)= xJ 1
x —

a) Aritati ci dreapta de ecuatie x =1 este asimptotd verticald la graficul functiei .
b) Aritati c3 graficul functiei fadmite asimptotii spre +oo .
¢) Studiati derivabilitatea functiei f.
Bacalaureat 2009, varianta 83
76. Fic functia f:R—> R, f(x) =’ —3x+2.
a) Aritati ci graficul functiei f admite asimptotd spre +o .
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
¢) Calculati lim x(2arctg f(x)- r). Bacalaureat 2009, varianta 78

77. Se consideri functia f:R* > R, f(x)= xsinl .
x
a) Calculati lim f(x).
x>0

b) Calculati f'(x), xeR*.

¢) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.
Bacalaureat 2009, varianta 50
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.1
xsin—, xe R*
2

78. Se considerd functia f: R R, f(x)= {

0, x=0
a) Aratati ca functia f este derivabila pe R.
b) Calculati lim f'(x).

¢) Demonstrati ¢i functia f este marginitd pe R. Bacalaureat 2009, variantq ;4

.
xsin—, x € (0,1
79. Se considera functia f:[0,1]> R, f(x)= s ©.1] .

0, x=0

a) Aritati c3 functia feste continud pe [0,1]. »
b) Determinati domeniul de derivabilitate al functiei f.

. 5 n B
¢) Aritati ci, pentru orice neN*, ecuatia f(x)=cos— are cel putin o solutie j,
X

. 1 1 '
intervalul (—,—) . Bacalaureat 2009, varianta 5)
n+l' n

2x

x2

80. Se consideri functia f:R— R, f(x) = arcsin "
a) Calculafi lim f(x).
X—o

b) Determinati domeniul de derivabilitate al functiei f.
¢) Demonstrati ca functia fare doua puncte de extrem.
. Bacalaureat 2009, varianta 48

81. Se considerd functia f:(0,0) > R, f(x)=x+Inx.
a) Aritati ca graficul functiei nu admite asimptota spre +o .

b) Aratati ca ecuatia f(x)=0 are o unic3 solutie x, e (l,l) .
e

¢) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.
Bacalaureat 2009, varianta 76

B2. Fie functia f:(1,0) > R, f(x)=In(Inx).
a) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisi x=e.
b) Demonstrati ci functia f este concavi.

¢ Calculai lim L&*D=/C)
=e f(x)
B3. Se consider functia f:R — R, f(x) = xarctgx—In(1+x2).
@) Ardtati ci functia feste convexa.
b) Aratati c4 functia f' este marginitd.
¢) Demonstrati ci f'(x)2 0, pentru orice x e R.

Bacalaureat 2009, varianta 92

Bacalaureat 2009, varianta 10

B4. Se considera functia f:R — R cu proprictatea ci x/(x)=e* -1, pentru orice xe R.
@) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisd x=1.
b) Aritati ci functia feste continui in x =0 daca si numai dacid f(0)=1.

*

89. Se considerd functia f :[0,00) = [0,), f (x)=£x:+?1 si sirul (x,)
. X

¢) Aritati ci dac3 functia feste continu in x = 0, atunci ea este derivabilipe R.
Bacalaureat 2009, varianta 77
x> +x+a

g5. Fie a€ R sifuncfia /:R\{-L}->R, f(x)="= :
x —

a) Calculati lim (f(x))".
b) Determinati valoarea numarului real a pentru care 3 este punct de extrem local al

functiei f.
¢) Determinati valoarea numirului real a pentru care graficul functiei f admite exact o
asimptotd verticald. Bacalaureat 2009, varianta 73

P +ax+5

Vx? 41 .
a) Calculati f'(x), xeR.

b) Determinati valorile numérului real a pentru care functia f are trei puncte de extrem.
¢) Pentru a =0, determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.
Bacalaureat 2009, varianta 46

86. Se considerd functia f:R > R, f(x)=

87. Se considera functia f:R o> R, f(x) = ln(x+ V1+x? ) .
a) Aritati c3 functia feste strict crescitoare.
b) Studiati convergenta sirului (x,) ., definit prin x; =1 i x,,, = f(x,), Vne N*.

. ¢)Demonstraticd f(x+1)—- f(x)<1, VxeR. Bacalaureat 2009, varianta 87

88. Se considera functia f:R — R, f(x) = xarctgx si sirul (x,)  definit prin x =1 si

X, = f(x,), VneN*,

a) Aritati ca functia feste strict crescitoare.
b) Determinati ecuatia asimptotei spre —co a graficului functiei f.
¢) Aritati ci sirul (x, )"Zl este convergent. Bacalaureat 2009, varianta 42

5o definit prin

X =2 §i X, = f(x,), VneN.

a) Determinati asimptotele graficului functiei /.
b) Aritati cd limx, =1.

n—w

¢) Demonstrati ¢ sirul (y,) .., dat de y, =x,+X +x, +..+x, —n este convergent.

n20"°
Bacalaureat 2009, varianta 18

90. Se consider3 functiile f, :(0,0) > R, f,(x)=x" +Inx, ne N*,
* a) Determinati asimptotele graficului functiei f;.

b) Aritati ci functiile g, : (0,0) - R, g,(x) = f,(x)+ £, (l), n € N*, sunt convexe.
x

¢) Admitem c#, pentru orice n e N*, ecuatia f,(x)=2" are solutia unicd x,. Aratati

ci girul ( X5 )"Zl este convergent la 2. Bacalaureat 2009, varianta 90
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. Se considerd functia f:R - R, f(x)=x-sinx.

®

a) Aritati c3 functia f este strict crescitoare.
b) Admitem ci, pentru orice n € N* ecuatia f(x)=n are solutia unici x,. Aratati ¢y

sirul (x,),,, este convergent.

Inel unde (x,),5, este sirul definit mai sus.

Xn

¢) Calculati lim
n—w

Bacalaureat 2009, variantg 9

Se dau functia f:R =R, f(x)=x+cosx sisirul (x,)_, definit prin x, € (0,%) s

X, =f(x,), VneN.
a) Aratati ci functia f este strict crescatoare.

b) Aritaticd x, € 0,—725), vneN.

¢) Calculati lim x, Bacalaureat 2009, varianta 8
n—o

Pentru fiecare # € R considerd functia f,:R - R, f,(x)=x" +’x.

a) Calculati f,'(x), x<R.

b) Aritati ca fiecare functie f;, f € R, este inversabila.

¢) Aratati cd functia g :R—> R, g(f) = f,"I (1) este continud in punctul £ =0.

Bacalaureat 2009, varianta 93

. Pentru fiecare ne N, n2>2 se defineste functia f, :[0,00) > R, £, (x)=x"—nx-1.

a) Aritati cd, pentru orice ne N, n> 2, functia f, este convexa.

b) Aritati ca, pentru orice ne N, n2> 2, ecuatia f,(x) =0 are solutie unica.

¢) Calculati 31_1)1;10 x,,unde x, este unica solutie a ecuatiei f,(x)=0, neN,nz2.
Bacalaureat 2009, varianta 98

Se considera functiile f, :[0,0) > R, f,(x)= x™ —(n+2)x+n, neN*.

a) Aritati cé graficele functiilor f, nu admit asimptota spre +o .

b) Aritati ci, pentru orice ne N*, f, are exact un punct de extrem x,.

¢) Calculati lm (x,)™, unde x, este punctul de extrem al functiei f,, ne N*.
Bacalaureat 2009, varianta 94

Se consideri functia f:R > R, f(x)= %g/x—z .

a) Studiati derivabilitatea functiei fin punctul x=0.

b) Aritati ci, pentru orice numir real ke (0,), existdi c e (k,k+1) astfel incat

f(k+l)—f(k)=%.

¢) Demonstrati ca sirul (a,) 1

1 . -
12 @n = % + -%—/—_2— +...+ —3\/—; ~ f(n) este strict descrescator-

Bacalaureat 2009, varianta 69

g97. Fie functia f:(0,0) >R, f(x)=Inx sisirul x, =l+%+-§+...+l—lnn, Vne N*.
n

a) Determinati asimptotele graficului functiei f].
1
b) Aritati ca —1—<f(k+1)—f(k) <—, Yk e N*
k+1 k

¢) Aritati ca sirul (x,l )n>l este convergent. Bacalaureat 2009, varianta 7

1 2x+1
98. Se consideri functia f:(0,0) > R, f(x)= x+1+ln(2;c+3)‘

a) Calculati f'(x), x € (0,0).
b) Aratatica f(x) <0 pentru orice x € (0,0).

. 1 1 1 1 ; N
¢) Artati ca sirul (x,)  , x, =1+ Bl +..+——In| n+ > este strict descrescitor.
2 n

Bacalaureat 2009, varianta 68

99. Pentru orice ne N, n>3, se considerd functia f, :R > R, f,(x)= sin” x §i se noteazi
cu x, abscisa punctului de inflexiune a graficului functiei din intervalul (O, %) :

a) Ardtati cd f"(x)=n(n —1)sin" 2 x—n’sin" x, xe R, pentru orice ne N, n>3.

b) Aritati cd sinx, = 1/"—_—1 , pentru orice neN, n23.
n

¢) Calculati lim f(x,) Bacalaureat 2009, varianta 14
n—w

100. Fie functia f:(0,0) > R, f(x)= % sisirul (a,),,,» @, = 71i-+—2%+...+n—1\/7.
a) Aritati ca functia f' este strict crescitoare pe intervalul (0,00).

b) Aritati ca L < 11 < !

2k +)Wk+1 Vk e+l 2k

¢) Demonstrati c sirul (a,, )n>] este convergent.

, pentru orice k € N*,

Bacalaureat 2009, varianta 33
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Tema 3_2 A. mdx:ln|x+a|+C,aeR,D=R\{—a}.
Primitive. a.1. jl(u:m|x|+c, D=R". a2. | 1 b:=.l_ln|ax+b|+C,aeR',beR.
x ax+b a
1 1 x-a .
Dt e s 5. |57——d=—1In +C, aeR’, D=R\{ta}.
Primitive. P -a 2a |x+a
Definitie. Fie / c R un interval. Spunem c& functia f:1 — R admite primitive dacy 5.1. J'_Zx_zdxz_l_lnlxz 0 a2| +C, aeR’, D=R\{ta}.
.xistd o functie derivabild F:7 —>R astfel incit F'= f. x —a1 2
Observatii. 6. —zl——zdx=—arctg£+c, aeR’, D=R.
1.Daci functia f:/ >R admite o primitiva, atunci existd o infinitate de primitive aje x“+a 1 a a 1
X .
sale. Multimea acestor primitive se noteazi cu If (x)dx . 6.1. IXTI—ldx=mctgx+C, D=R. 6.2. Imdx=51n(x2+a2)+c, aeR
z : R est rimitivi a functiei f:7/ — R, atunci dx = F
2.Dack F:/ >R esteop fiel f stunci [/(x)de = F)+C, 7. [ =in(x+x* 44’ )+C, acR, D=R.
Nxt+d

inde C este mulfimea functiilor reale constante.

3. Orice functie continud f :/ - R admite primitive. .
; P 7.1. I—Z—x—zdx=\/x2+a2+C,aeR,D=R.

4, Orice functie f:I - R care admite primitive are proprietatea lui Darboux. Daci f ' . Jil+a
1u are proprietatea lui Darboux pe intervalul /, atunci nu admite primitive pe /. 1 =3
5. Daci o functie f:I— R are un punct de discontinuitate de speta I, atunci f nu 8. Iﬁ——_fix =Injx+vx* ~a’|+C, a(0,+), D =(-w,~a)U(a,+).
x‘—a

1dmite primitive.
8.1. I——x——dx =vx’=a*+C, aeR’, D=(—0,-a)uU(a,+x).

\/xz —02

Proprietdti. Fie f,g:7 —» R doui functii care admit primitive.

1. Daci functia f:I - R este derivabild pe /, atunci | f'(x)dx = +C.
P If( ) ) 9. I—L——dx=arcsin£+C, a€(0,+m0), D=(-a,a).
2. [(@f )+ pg(0)ds =a [£(x)dx+ B [g(r)ds. Vot~ a
3. Formula de integrare prin parti: If'(x)g(x)dx=f(x)g(x)— jf(x)g'(x)dx. 9.1. I—J—z)c———z-dX=—Vaz -x*+C, aeR’, D =(-a,a).
a —Xx
IFormuIe utile 10. Isinxdx=—cosx+C, D=R; 1. Icosxdx=sinx+C, D=R.
1. ladx=ax+C,acR, D=R.
[ o 12, [tgxdr=-In|cosx|+C, D=R\{(2—k;1l’-|kez}.
2. |x"dx=——+C, aeR\{-1}, D=(0,+w). ’
a+l : -1 ( ) 13, jctgxdx=1n|sinx|+c,D=R\{kn|kez}.
X B 2
2.1. Jxdr==-+C, D=R. 2.2, I&dx=§x x+C, D=[0,+x). 14, Isinlzxdx=—ctgx+C,D=R\{kﬂlkeZ}.
3 1
23, |3 =23 = —dx = - 2
[ cx+C D=R. 2.4. IJ_dx—ZJ;+C,D—(0,+w). 15, (Lo tgrec, D=RA (k+1)7 ol
| VX cos’ x 2
2.5. Imdx=24x+a +C, aeR, D=(-a,+x). e cede SRR LD e H

o Probleme propuse
3. j.axdx=ln“a+C, ae(0,40)\{1}, D=R.

1 \. Fie functiile F:R >R, F(x)=(x* +x+1)e? 5i f: R R, f(x)=(-2x-1)e™.
31 [ede=e"+C, D=R. 3.2. [e"dx=—e"+C,acR’, D=R. a) Aratati ca functia F este o primitiva a functiei f

a
b) Aratati ci functia F este strict descrescatoare pe R.
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¢) Aritati c& functia F este convexipe R.

- I
2. Se considerd functia f :(0,+) > R, f(x) = % |
pq

a) Aritafi ca funcia F :(O,+00) >R, F(x)= 2% (ln x— 2) € 0 primitiva a functiei f

b) Si se arate c3 orice primitivd G a functiei f este strict crescitoare pe [l,+oo) )

1
3. Se considerd functia f:R R, f(x)= -—.
x+x+1
. 23 2x+1
a) Aritati ca functia F:RoR, F ()= Tar-Ctg(_fE—J » x€ R, este o primitivj 5

functiei f.

b) Demonstrati ci orice primitivi a functiei feste strict crescitoare.

¢) Aratati ci orice primitiva a functiei f este injectiva dar nu este surjectiva.

d) Determinati punctele de inflexiune ale functiei F.
4. Se considerd functia f:R- R, f(x)=e"(x2 +x+a), aeRsi F:R>R o
- primitiva a lui f.

a) Determinati a stiind ci F este strict crescitoare.

b) Determinati a stiind cd limw = L4 .

=1y -] 4

¢) Determinati a stiind c& functia F are doud puncte de inflexiune.
5. Se considera functia f:R—-> R, f(x)=e"‘(ax2 +4x+a) ,aeR’si F:RH>R o

primitiva a lui f.
F(x)-F(0) _
——

a) Determinati a stiind ci lim 1.
x—=0

b) Determinati a stiind ca F este strict crescitoare pe R .
¢) Aritati ci pentru orice a € R , functia F are doud puncte de inflexiune.
6.Fie F,f:R—> R, F(x)=(ax+b)3™*, f(x)=x3"". Determinati a,beR pentru car
functia F este o primitivi a functiei /.
7. Se considerd  functiile F,f: (—l,mJ >R, F(x)=(ax+ b)«/ﬁ’;c:I )
3
S(x)=+/3x+1. Determinati a,beR stiind ca functia F este o primitivi a functiei f
8. Se dau functiile F, f : (-L+0) > R, F(x)=(ax’ +bx+c)Wx+1, f(x)=xyx+l.
F(x)-FQ)

a) Daci F este o primitivi a lui £, calculati lim
x-1 x2 -1
b) Daci F este o primitiva a lui £, determinati intervalele de monotonie ale lui F.

©) Determinati a,b,c € R stiind ci functia F este o primitiva a functiei /.

l 9. Se considera functiile F,f :(0,4+0)— R, F(x)=x(aln’ x+blnx+c), f(x)=In’x.

F(x)—-FQ)
x—1 )

2 e
b) Daci F este o primitiva a lui f, calculafi lim Lt .
x40 X

a) Daci F este o primitiva a lui £, calculati lin}
x>

¢) Determinati a,b,c € R stiind c3 functia F este 0 primitiva a functiei £
10. Aratali c3 existi numerele reale a, b, c astfel incdt functia F:R-R,
F(x)= (ax® +b)cosx+cxsinx este o primitivi a functiei f:R R, f(x)= x*sinx.

x> +cosx pentrux<0
11. Determinati a,be R stiind cd functia f:R >R, S(x)=1{a pentrux=0
In(x+1)+ b pentrux >0
admite primitive.
12. Aratati ci functia f:R-oR, f(x)={x} (1 —{x}) admite primitive, unde {a} este

parte fractionard a numdrului real a.
Variante bacalaureat 2009, enunt adaptat.

(1+2x)x

13. Aritati ci functia f:R >R, f(x)=[x]cos admite primitive, unde [a]

este partea intreagd a numdrului real a.

14, Determinati aeR pentru care functia F:RoR,
F) ={ x* +x pentrux <0

este primitiva unei alte functii f:R - R.
In(x? +1) + ax pentru x > 0

; . 2x2 - x, x<1
15. Se consideri functia G:R—> R, G(x) = .
In(x* +x-1)+ax+b, x>1
Determinati a,b € R pentru care G este primitiva unei alte functii g:R—>R.
L2012
16. Se consideri functiile F:R >R, F(x)=1 a

xInx +bx + ¢ pentru x > 0

+x pentrux <0
pentrux =0

Determinati a,b,c € R stiind c3 functia F este primitiva unei functii f: R - R.
ax+b, x<l1

In?x+1, x>1
b pentru care functia F este primitiva unei functii 1.

17.Fie a,beR si functia F:R >R, F(x)= { . Determinati numerele a si

. T - <0 .
8.Fic gbcR si funclia f:R-R, f(x)={axe % X . Si se determine

xcosx+b, x>0
numerele a si b stiind ca functia feste primitivd pe R a unei alte functii.

A
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v x2°'2 pentru x <0
9. Determinati @ € R pentru care functia f:R » R f0) = .
’ x“Inx+x” pentrux > (
admite primitive.
D. Se consideri functia f:R — R astfel incat xf(x) =arctgx, VxeR.
a) Determinafi f(0) stiind ca functia fadmite primitive.
b) Pentru f (0) =1, aritati c3 orice primitivd F a lui f este strict crescitoare.
¢) Pentru f(0)=1, calculati limita lim FG)

x40 X

, unde F este o primitiva a functiei f,

1. Aritati ca functiile urmitoare admit primitive.
x<0

lnx+smx x>0

a f:RHR, f(0)= {

sin x

—, x#0
b f:RoR, f(x)=9 x
1, x=0
' xe*, x<0 )
o f:RoR, f(x)=4". : Variante bacalaureat 2009
sinx, x>0

2. Aratati ci functiile urmétoare nu admit primitive.
X, x<0

‘ R R, 3 .
oSk /@) {xlnx+l, x>0

arctg (x-2)
B [:RoR, f0)=1 p-§
1, x=2
x<0

sinx, x>0

xe* +1,

¢ f:RoR, f(x)={

3. Fie f:R —(0,+) o functie derivabila. Determinati, in functie de ] primitivele:
9 [(f)+ 1 ))ed; b [( S0y arctg x+ 25 Sx) )dx . o J’L:f(")dx;
e
d) I (sinx- f'(x)+cosx- £(x))dx; e J' sinx- f'(x)—cosx- f(x))dx;

p (L) —e S 4 dv; (x)- f3(x))dx

[ s 9 [/ ®-rw)

4.Fie f:R—(0,+) o functie de doud ori derivabila. Determinati, in functie de f,
urmatoarele primitive.

) [(/'x0)+ f'(x))erds B (£ + f(-x))e*dx

25.

26.

27.

28,

| a) Calculati I fo(x)dx si I(fo

o [ O 4, 9 (7 0+ rf@)ax
o [LL) U@,
r’®

Variante bacalaureat 2009

Se consider3 functiile f, :R >R, f,(x)= neN.

x*+4’

@) Calculagi [, (x)dx si [f;(x)dx.

b) Aritati ci orice primitiva a functiei f; este o functie bijectiva.
¢) Determinati n, pentru care functia f, admite primitive injective.

Pentru ne N se consider functiile £, :(0,4) >R, f,(x)=x"Inx.

a) Demonstrati ci primitivele functiei f; sunt convexe pe intervalul [l,m) .
e

b) Calculati J’fh‘Txdx xe(l,+0), n22.

w (%)
Se considerd functiile f, :(=3,+0) >R, £, (x)= ? neN,
x

a) Calculati If, (x)ax si .[fl (x)ax
b) Aritati ci orice primitivi a functiei f, este crescitoare.

¢) Determinati n, pentru care functia f, admite primitive descrescitoare pe intervalul

(-3,0).

Se considerd functiile f,:R >R, £, (x)= "— neN.

~£i(x) )a"r

b) Fie F, primitiva functiei f; care indeplineste conditia F,(0)=0. Calculati F,(1).
©) Ariitati ci orice primitiva a functiei fq,, este concav pe intervalul (—,0).

d) Determinati toate numerele n e N pentru care orice primitivd a lui f, este convexa
pe intervalul (0,+c).
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Tema 3.3

Functii integrabile.

Fie abeR, a<b, A=(a=x<x<x<..<x, =b) o diviziune a intervalyly;
o8] sl 5=(§v52’~"’§n) cau & e[xi—bxi]’ ie{l,2,..,n} un sistem de puncs,

wtermediare asociat diviziunii A . Numarul ||A||=max{|x,.—xi_l| | i=1,n} S¢ numeste

orma diviziunii A . Pentru functia f: [a,b] — R notam 0'( f,A é;’) Z f(& x ~xs),

umitd §i suma Riemann asociati functiei f, diviziunii A si 51stemulu1 de puncte
ntermediare & .

Definitie. Functia f :[a,b]——)R este integrabild pe intervalul [a,b], daci limita

Hm o-( 1A, 5 = llm Z f este finitd. Aceasta se noteazi cu r J(x)dx.

Al-0
Observatie.

. De cele mai multe ori in exercitii intilnim urmatorul caz particular. f :[0,1]—>1R,

A= (0 < d < 2 <<= 1) - diviziunea echidistantd a intervalului [0,1] , §i sistemul de
n n n

. i -1 il , — .
uncte intermediare & =(&,&,...&,) cu &= Le [—l—,—], i=1n. Daca functia
n

i)

1
f:[0,] > R este integrabila pe intervalul [0,1], atunci I f(x)dx
n—>+o p
0
. Daca f:[a,b] >R este functic monotona, atunci feste integrabila pe intervalul [a,5].
. Dacd f:[a,b] >R este functie continui, atunci feste integrabila pe intervalul [a,b].

. Dacid f:[a,b] > R este functie continui pe intervalul [a,5] cu exceptia unui numar

init de puncte de discontinuitate de speta I, atunci feste integrabili pe intervalul [a,b] .

Proprietati importante
- Formula Leibniz-Newton (formula fundamentali a calculului integral). Dac?
f: [a,b] — R este o functie integrabild care are primitive, si F este o primitiva oarecare 2

ui £, atunci J:f(x)dx =F()-F(a).

L [0+ g()) e

b Aditivitatea in raport cu un interval, E Sf(x)dx = j: S(x)dx+ f f(x)dx, Ve ela,b].

jff(x)dx+J:'g(x)dx . J:/if(x)dx=/lff(x)dx, vieR.

5. Formula de integrare prin pir{i. Dacd in plus functiile / §i g sunt derivabile cu
derivatele functii continue, atunci I: (g x)dx=f (x)g(x)]i - f S(x)g'(x)dx .

6. Teorema de medie pentru integrale. Dacé functia f : [a,6] > R este continud, atunci

existt ¢ € (a,b) astiel incat [ f(x)dc=(b-a)f(c).

7. Prima formuli de schimbare de variabili. Fie functia f:J — R continui si functia

5 ;[a,b] —J (J este un interval) continudi cu derivata continui, atunci
u(b)

ju @S (u®)de= [ flrydr.

u(a)
8. A doua formuli de schimbare de variabili. Fie ¢:[c,d]— [a,b] o functie bijectiv,
o, 9" derivabile, ' continud si ¢'(r)#0, V¢ €[c,d]. Daci functia f:[a,b] >R este

o7'(B)
continud pe [a,b], atunci I f(x)dx = I f(e®)e'(t)dt .
¢

9, Derivata unei integrale. Fie functia continud f: [a,b] >R s F: [a,b] >R,
F(x)= I f()dt . Atunci functia F este o primitiva a functiei £, adica F'(x)= f(x).

9.1. Fie f:[a,b] >R continui si functia u:I—[a,b], (I este un interval) este
derivabila cu derivata continui, atunci functia F:[a,b] >R, F(x)= If (£)dr este

derivabili i F'(x) = f(u(x))-u'(x).
10. Proprietiti de monotonie §i mirginire.

Dacé functia £ :[a,5] ->[0,+0) este integrabils, atunci [* f(x)dx20.

Daca functiile f,g:[a,b] >R sunt integrabile i f(x)<g(x), Vx€[a,b], atunci
[reoaes [ gooas.

Aplicatii ale integralei definite. Fie f:[a,b] > R o funcie continui.

11. Aria suprafetei plane cuprins3 intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii
*=g si x=b este egali cu Jj | f(x)|dx.

12, Volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei fin jurul axei Ox este egal

ay, =7rJ:f2(x)dx.
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Probleme propuse

1. Calculati urmitoarele integrale (formula Leibniz-Newton).

a) IJ’(x2+1)2dx; b) ]'(x—w/;)zdx;

2 1) -
x+—| dx; dx
e 1I( x) D (! —
2. Calculap urmﬁtoarele integrale (formula Leibniz-Newton).

1 1y 2 . Voo |
a) J(x'e‘)dx b) J(;;“e ) dx; | 1Y) 6[(2 +3 )dx,

1 o= 2 ), Lo
d __[(2!-2—:)(1;;; e ({(\/_ ——\[;de, ﬂJ_zmdx

3. Calculati urmatoarele integrale (formula Leibniz-Newton).

2.2
o J-x +x+1dx;

d Ix +x+ldx,

1 1 N

1 x+1 X +x+2
—dx; ¢) |—5—dx; d | —=

@) I 2+1dx’ )Jx2+1 ? ;[ x*+1

2 ol
)-[ el ”Jx—zrsd’“ - I3x +1

4. Calculap urmﬁtoarele integrale (formula Leibmz-Newton)

1 1
—dx b)) |—=dx;
? (!\/xz+l J\M—xz

14+x Lo Lox
2 I 4 .I,J4—3x2 & # _I.\/4—3x2

5. Calculan urmitoarele integrale (formula Leibniz-Newton).

j' x+1

ovx?+1 i[ x? -1

x x x

a) jsinxdx; b) Ecos xdx ; 9] Etg xdx; d) .[:/: ctg xdx
0

14 dx 14 dx 13 dx

e —_—; ; _—

'C" sin® x » '[: cos? x o '[:’6 sin? xcos® x
6. Calculati urmatoarele integrale (aditivitatea la interval).

2 2 2

a) I|x—1|dx; b I|x2-1|dx; ) jx[x]dx;
0 0 0

1

) Ix{x}dx;

-1
7. Calculati urmatoarele integrale (formula de integrare prin pirti):
: . . * 26 ™% dx : dr;
@) | xsinxdx; b) fxcosxdx, ¢ | xe*dx d) | x°e"dx; e | Inx
%ln x “lnx
B |—=dc; D |—dx.
) lj 7 =

e

1 1
e le-—sinx|dx; /] '[Ix—arctgxldx.
-1 ]

. 2
¥/ J‘lnzxdx; 2 Ilenxdx;
! e

8. Calculati urméatoarele mtegrale (prima formula de schlmbare de vanabllé)

Jr
a Ixsmx dx; b Ix cosx’dx; ¢ j—dx d) Ix ¥ +1dx ;
0 0
eln2012x 5 : /3 sindx
; : dx; :
) I . dx; D Icosx sin(sin x) 2 i

i
9. Calculati urmétoarele mtegrale (a doua formula de schimbare de variabili):

a) -[:x\/;:_dx, b) I:

10. Se considera functiile f,F': (0,+0) > R, f(x)=-

S

cosx+xsinx . cosx
SOSXIXNE i F(x)=22.
x

g) Ardtati cd F este o primitivé a functiei f .

27
b) Calculati I f(x)dx

¢) Calculati nl_1)r1nw ;! f(r)de.

11. Se considerd functia f:R 5> R, f(x)=x-sinx.
a) Calculati I S (x)dx

b) Determinati aria suprafetei plane determinate de graficul functiei f, axa Ox si
dreptele de ecuatii x=0 i x=x.

v [ rwar
¢) Calculagi lim =——.
X—>+00 X

12, Se considerd functiile /,F:R >R, f(x)= si F(x)=arctg—

x*+2x2+2 41

@) Aratati ci F'(x)+2f(x)=

1
b) Calculati I f(x)dx.
0

9 Calculafi lim Oj f(r)de
13. Se considera functia f:Ro R, f (x) =

1
@) Calculafi [xf (x)dx .
0

b) Determinati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei
g:R-R, g(x)=x"f(x), axa Ox si dreptele de ecuatii x=0 si x=1.

1
©) Aratafi ca [f(x)dx €(1,2).
0
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14. Se considerd functia f:R > R, f(x)= I tzt+ 1 e‘dr.
0
a) Calculati f'(x).
b) Aritatici f(x)20, Vx e(0,+o).
¢) Calculati lirPﬂ° f(x).
. x 2012
15. Se considerd functia f:R >R, f(x)= Itz = dr.

-X

a) Calculati l% f(x).

b) Aritatica f(-x)=-1(x).
¢) Aritati ci f(x)20, Vxe[0,+®) si f(x)<0, Vxe(~x,0].

X

16. Se considers functia f:R o R, f(x)= J‘(t4 —4t+3)\/t“ +1dt.

0

a) Calculati f'(x).

. -f(0
b) Calculati limM.
x>0 X
¢) Determinati multimea punctelor de extrem ale functiei £
17. Se consideri functia f:R 5 R, f(x)= " l =
' +x

@) Determinai aria suprafetei plane determinate de graficul functiei £, axa Ox
dreptele de ecuatii x=0 si x=1.

b) Aratati ca xl_i)xpw;[f(tz)dtek.

1 x
¢) Calculati _'[1 -ie" f(x)dx.
18. Se consider functia f:R >R, f(t)= m
+1°)|1+¢

1
a) Si se calculeze I(t3 + l)f(t)dt )
0

1 x
b)Sasearate e [f(r)dt= [ f(t)dr, vx>0.
1

1

X

¢ 2
Variante baca laured
X—>+a0

¢) Si se calculeze lim I f(t)dr.
1

X

x2

19. Se consideré functia f:R — R, f(x)= [V +1dr.

0

s te
" e 32;”‘1 ca

3 . f'( x) 5

C’lcula-p : sunctele de extrem ale functiei £

graficul functiei f nu are asimptote la +oo .
2

I's
. t
considerﬁ functia f ;[1,+oo) >R, f(x)= ifarcsm 1] dr.

).
‘) Calculatl xl\l x-1
¢4 functia f este strict crescitoare.

p) AsBtat c4 graficul functiei fnu are asimptote.

ta : .
1 g)et!:nsiger“f“ncﬁe f:R—>R, cuproprietatea ci xf(x)=sinx, VxeR.
2.

g) Sise calculeze Ix’ f(x)dx.
0

b) Si se arate c& functia f este integrabild pe intervalul [0, %] .

Variante bacalaureat 2008

f(x)dx < cosl.

= N [ N

¢) S se arate c3

22, Se considerd functia f:R - R, f(x) _ Ie_,4 @t
0

a) Calculati lirré f_(x_)
x— x
b) Aritafi ci functia f este injectivi.
©) Ariitafi ¢ functia f nu este surjectiva.
23. 8¢ considers sirul (1,) ,,, I, = [ ds.

n2l> °n
0
@) Aritafi cj o* 2x+1, VxeR.

b)Arﬁta;icﬁ 151151.
e 4

L) e
) Aritafi cx siry] (1,),,, este convergent.

3 : Variante bacalaureat 1998, enunt adaptat.
4, Se Considery giry] ( I )

1 n
n ) 1,, = x—dx .
e el (,Ix2 +2012
alculagi I.

b) Acatyy;
atafj ¢y Iz +2012-I,l = L, VneN'.
n+l ’

c) Calculaﬁ li
d) Arlitagj oy

m J

Ao B

sirul (1, )nZI este descrescitor.
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e) Calculati lim n/,.
n—»+x©
2
Se considera sirul (1,),50> 1» = I(l—x)z" ln(x’ +1)dx .
1

a) Calculati I,
b) Aritati ca sirul (1, )”21 este convergent.

¢) Calculati lim I,.
n—»+o

1 1 1
Se considera sirul (I,,) 5> 1n = Cyy==Crp+=Co =t =——=C;,.

2 3 2n+1
; 4
a) Calculati I(l -x) dx.
0
: 2n
5 Calculafi lim [(1-x)" dx.
n—Hooo ‘
¢) Calculati lim I,.
n—>+o
. Fie functia f: RO R, f(x)= 1+x2 .
I+x

a) Aritatica F:R o R, F(x)=arctg x+%ln(x2 + 1) este o primitiva a functiei f.

1
b) Si se calculeze I f(x)dx.
0

¢) Si se arate ci sirul (a, )"eN. ,a,= :r_+l;_2’ Vn e N, este convergent.
k=1
Bacalaureat 2009, model subiect
. ; 1
» Se consideri functia f:Ro R, f(x)=—.
4 f( ) x2+2x+2

%-1
@) Calculafi [ f(x)dx.

|

[7(e)ar

b) Calculati lim 2

X->+o0 x
¢) Calculati lim ( 2 + L o+ 2 .

; nswol 202 +2-n+1>  n®+2-2n+2? 2n* +2-n +n?

Se considera functia f:[0,1] > R, f(x)= -2 .
1
@) Calculati Ixf (x)dx.
[
b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei fin jurul lui Ox.

Aé

30. Fie sirul (1,) 5, In =

31. Fie sirul (7,)

33. Se consideri functia f:R—> R, f (x) = ——20112 -
x

34, Se considers functia f:[0,2] > R, f(x)= {

z

1 7]
o) Aritati ci [f (x)dx= [cos® xdx.
0 0

z":\/nz —-k?

d) Calculati lim k=l Variante Bacalaureat 2009, enunt adaptat
n—r+x0

2 .

X

[ T—_

(2x—x2 )" dx, Vne N°.

a) Si se calculeze /;.
b) Sé se demonstreze ci (2n+1)1, =2nl,_,, VneN, n22.

¢) S4 se arate cd sirul (I,,) ., tinde descrescator catre 0.

Bacalaureat 2009, model subiect
1

I = I(x—xz)"dx, vneN'.

21’ ° 8
0
a) S4 se calculeze I,.

b) S4 se demonstreze ¢d I, = —n——l,,_l, vneN, n22.
4n+2

¢) Si se calculeze lim I, . Bacalaureat 2009, model subiect

n—+w

32. Se considerd functia f:[1,2] > R, f(x)=x"~3x+2.

a) Calculati ] f(JE)dx.

b) Calculati aria suprafetei delimitate de graficul functiei g:[1,2] > R, g(x)= f(x)
x
si de axa Ox.
2 2
o) Aratati c& (4n+2) [f" (x)dx+n[f"" (x)dx=0, VneN". Bacalaureat 2011
i i

+1
1

@) Calculafi [x*''-f (x)dx .
0

1
b) Calculati lim [x"- f(x)dx.
n—)+®0
¢) Arifica lim [f(r)dteR.
X—>+0 i

x pentru x €[0,1]
x+e* pentru xe(1,2]

m MATEMATICA - M1
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a) Aritati ci ﬁ{nc;i‘a Jeste integrabils, dar ny admite primitive.
b) Determinati aria suprafetei plane determinate de graficul functiei £, axa Oy si
dreptele de ecuatii x=0 §i x=2.

2

[ (x)a

¢) Calculafi lim L
-+ n

35. Se considerd o functie continui §i strict crescitoare f :[0,2012]—)R - Aratafi oy
functia g:[0,2012] > R, g(x)= If(t)dt —x f(1006) nu este injectiva.
0

, 71
36. Se considers sirul (7, )ost» In = Jx"_ﬂdx
a) Calculati 7,.
b) Aritai ca sirul (1,) ., este descrescitor.
¢) Ardtati ci sirul (1,)  este convergent.

d) Calculati lim I,.

n—r+0

X +x+l

1 n
37. Se consideri sirul (7, P TEE I—x—dx.
0
a) Calculati 1, +1, +1,.
b) Aratati ci sirul (1,)  este descréscitor.

¢) Calculati lim I,.

n-~»+w

Bacalaureat 2010

= t—dt.

1
38. Se consideri sirul (I,, ),.>o s 1, 2
2 ol +1

a) Calculati I,.

b) Sisearate ca 1,, =2;1—12,,_2, VneN, n22.
n —

¢) Aritati ci numarul I, +1) +...+ I, .este irational.

d) Aritati ci sirul (7, ),so €Ste convergent.

n—r+o0

€) S se arate ci lim (l—l+l—l+...+(—l)"_1 ol Toa

3 5 7 2n-1

Variante bacalaureat 2009, enunt adaptat
! (xz +x+l)n -x

———dx.

39. Fie sirul (1, e oy
X+

20° I" =
0

a) Calculati 1.

b) Verificati daca 1, -1, eQ.

©) Aritatici I,,, e Q oricare ar fi ne N.

M. ANURUNACHE ¢ L. SERBANESCU ¢ M. PERIANU ¢+ C. CIUPALA « F, DUMITREL

Bacalaureat 2011, model subiect

N

l
i

40. Fie sirul (I")nzl’ 1, = I—-—dx

n+l 2x—1

x
a) Aritati ci sirul (1,) , este crescator.
b) Aratati ca sirul (7,),, este mirginit.

¢) Calculati lim n(2-1,). Bacalaureat 2010
n—+o
2 on
: b 4
41. Se considera sirul (1,) ., I, = J.mdx
1

a) Calculati 1.
b)Sisearatecd I, <1, Vne N,

o) S se calculeze lim I,, . Variante bacalaureat 2009

n—r+m0
1
. . . R, =—
42. Se considerd functia f:R — f(x) B ix+l

1
a) Calculati I f(x)ax.
0

1
b) Aratati i lim ojx f(x)adx=0.

¢) Aritati ci lj‘[x(xz +1)6"+l +x3"+2]f(x)dx Q.
0

1 n
I,=[——2—d, VneN.

43, i i 1 »
Se considera sirul (1,) ., |

a bx+c
+

a) Determinati numerele reale a,b §i ¢ stiind ci Fadiarl =21 2

vxe[0,1].

b) Calculati I,. '

¢) Aritati ci numarul I,,,, —1I,,,, +1, +1, este rational, pentru orice n€ N.
1 n

I,=[——2—d, VneN.

Se considerd sirul (7,,) ] Crlrxsl

n20?
a) Calculati 1, +1,.
b) Calculati lim 7,.
n—>+o0
1

c)Aritaticd I, ,+1, ,+1,,+1, = -

3 1
d) Ardtaticd lim nl, =—.
n—+xo 4
e) Aritaticd I, ,+1,,,, eR\Q.
45. Se consideri functia g:R o R, g(x)=e™.

W ORAATCRAATIAE . RAY
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1
a) Calculati Ig (x)ax.
[}
1
b) Calculati Ixs g (x’ ) dx.
0

¢) Demonstrati ¢z sirul (1,) ,, definit prin 7, = Ig (x3 )dx este convergent.
i

Bacalaureat 20} |

46. Se considera sirul (1,) ., I, —dt

B20R 5241
a) Calculati /,.
b) Ariitati ci sirul (7,) . este strict crescator.

c) Ardtaticd lim [, =+o0.

n—»+0

47. Pentru fiecare numir n e N se consideri functia f,:R - R, W (x) I—dt

a) Calculati f, (1)+ £, (1).
Srorz (x) .

2013

b) Calculati lim
x>0 X

¢) Aritati ci sirul ( 5 (1))"20 este convergent.
d) Aritati ci sirul ( I (2))"2 , ©ste divergent.
4s. iders si = [
8. Se considerd sirul (1,) ., 1, = E/ o 18" xd .
a) Calculati 1, +1,.
b) Aratafi ci sirul (7, ),»; €ste convergent.

1 n
¢©) Demonstrati egalitatea I, = I ud dx.
_ i ¥+l
5

d) Calculati lim I,.
z . . T
49. Pentru fiecare g (O’EJ se consider3 sirul (I,, (a))"Zl » I, (a) = Itg "xdx.
. 0
@) Calculatj J, (%)

- b) Aritati ci pentru orice g € (O, %J sirul (I,, (a))nZl este convergent.

¢) Pentru a ¢ (O, 1) ,calculati lim I, (a).
4 n+o

d) Calculafi lim 7, (—25) ,
50. Pentru fiecare numdr real @ definim sirul (1,(a)),,,» 1. (a) = I(l +sinx)’ dx.
a) Calculati I,(7).

Loz (a) .
a

b) Calculati 11m

¢) Aritati ci pentru orice a € (0,7) nlLer .[(1 +sinx)” dx =+

z
51 Se considera sirul (x, ) B I (1+cosx)"
0

a) Calculati x;.
b) Aritati ca sirul (x,) , este strict crescitor.

n

2
o) Aritati ca x, = {(1+sinx)" dx.
' 0
d) Aritaicd lim x, =+o.
n-»+wo

CosXx

2

52. Se considera functia f:R >R, f(x)= 2-cos?x

x

2
a) Calculati I f(x)ax.
0
. p 4
b) Aritati c3 orice primitiva a functiei feste crescitoare pe intervalul [0, E:‘ 3

¢) Calculati Ixf (x)dx ' Bacalaureat 2010
53. Se considera funcpa f:R>R, f(x)=arcctgx.

1

a) Calculati I f(x)dx
0. .

b) Calculati lim j f(r)dt.
X—r+0 0

13 k
Calculati lim — ) arcctg—.
¢) Calculati n_l)erné gn

V.4
54. Se considerd sirul (1) ., I, Icos" xdx .
0
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a) Calculati 1. . B Aritati c3 4ﬁ_mc;ia feste bijectiva.
SO %’ e 1) Calculati If T (x)dx-
1 ‘ i

ge considerd funcia f:R>R, f(x)={x} (1-{x}). unde {x} este partea fractionar
60.>° )

a numarulu real x. :

o) St s calouleze I f(x)dx.

0

¢) Calculati lim I,.
n—r+o

a) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei £ axa Ox si dreptele g
. ) 3 sl g
ecuatii x=0 §i x="-. se i functia fadmite primitive pe R.

3 se demonstre
b E“ f(x)dx nu depinde de numdrul real a.

|
i
55, Se consideri functia f:R - R, f(x)=cosx. ‘
1
]
 tim L ' loarea integralei

§) Galonlay xl—lver; I ) ‘ O)E5% arate cA V8 Variante bacalaureat 2009

[ .

1
61, Fie functia fRoRf(¥) =

© eV [ A

¢) Aratati casirul (1), 1, = | /" (x)dx este convergent. Bacalaureat 20] | '

1
a) Calculati jxf (x)dx.
]
1 2
b) Calculati j[f(x)f"(x)+(f () ]dx.
' 0
b) Si se determine volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei £ in jurul ; >
axei Ox. c)Al’itaﬁcaas If(x)dxs2.

-1

56. Fie functia f:[Le] o R, f(x)= Jinx.

a) Si se calculeze ]‘ f (e" )dx .
0

1 e
¢) Si se arate c3 je’zdx+ J'f(x)dx=e.
[} 1

1
62. Pentru fiecare n e N fie functia f, :[0,+) >R, Jo (x)= (x+1)(x+ 2)..(x+ n)
§7. Fie functia f:[O,l] —)[l,3],f(x)=x4 +x?+1. Se admite ci functia f are inversa '

functia g. a) Calculati I Saon () dr, x €[0,+).

i
E
Variante bacalaureat 2009 1
|
i
'

Frora (x+1)
a) Si se calculeze Lm 22:;_1) dr. 1 enil
AN 3 i b) Calculati [(* +2) /5 ()
b) Siseanate ca [ f(x)dx+ [ g(x)de=3. ‘, L y
: s [ f(2)de < 2=, vx21, Vn2l.
©) Sa se demonstreze ci, dac a €[1,3], atunci £ f(x)dx + r g)dx>a. ¢) Aratati cd Il fn (t )d n!
. 2
Variante bacalaureat 2009 ] 63. Se considerd functia f:R—> R, f(x)=In(x"+ b
58. Se considerd functia f:R > R, f(x)=x-arctgx. @) Calculati r)f (xbe-
a) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ' . _ (e te impara.
scuai x<I0 i w1, £ telf, SR ‘. b) Aratati ca functia g:R—%R,g(x)—(j;f(' )de este imp
b) Aritati ci functia f este bijectivi. ’
l_: 1 .9 .[xf(tlo“)dt
©) Calculati J‘ i x)dv+ j‘ 1 (x)dx= L : ¢) Calculati ll_fj(l) 208 . l
4 )
0 0 i =
* H R-o R9 n X)="% )
59. Se considerd functia f:R > R, f(x)=x* +x* +x+1. ' 64, Pentru fiecare ne N’ se considera functia f, fu() 41
@) Calculati aria suprafefei plane delimitate de graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ; :
ccuatii x2 -2 g1 %20, | B e O depicl ' o Calulati [ £ ()
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x x

2 2
b) Aritati c& [ fy,,, (sinx)dx = [ fro12 (cos x)dx .
0 0

1
¢ Aritati i lim (£, (sinx)dx =1.
II—DMO

65. Se considera functiile f,g:R — R, f(x)=x?Vx* +1, g(x)= L f@dt

@) Calculati [ f({x)dx

b) Aritati ci functia g este monotoni pe ]R .
¢) Aritati c& graficul functiei g nu are asimptote la +o .

66. Pentru fiecare numir natural ne N* definim functia

o :[040) >R, £, (x) =Vx" +1.

a) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei Ji» axa Ox si dreptele de

ecuatii x=0gi x=1.

b) Calculati jx [4(e )] dx .
0
¢) Aratati ca sirul (1,) L o, J'f (x)dx este convergent Ia 1.

0
1
67. Se considers sirul (1,) Iy Ix" x? +1dx
0
a) Calculati 7,.

b) Aritati ci lim I =0,

n—>+0

©) Ariitai ca I, =—[2J5 ~(n=1)1,,].

68. Se considera sirul (7 zn’] —E x"V1-x2dk.

a) S3 se calculeze I.
b) Si se arate c3 (n+2)1 =(n-1)1_,, Vne N, n>3,
©) Si se calculeze lim 15

n—>+a0

69. Se considers functia f:(0,0) 5> R, f(x)=Inx.
a) Calculati Ix- S (x)dx.
1

b) Aritati c3 ]f" (x)dx+n]f"" (x)dx=e".
i i

o) Calculati lim 7 [f"(x)dx.
n—>+w 1

Bacalaurear 2008

Vnxl1.
70. S€ considerd sirul (1) ., I, J’de L

1
) =— >1.
o) Aritafi & L5+ Ly 41, =—, Vn

p) Artati c& sirul (Z,) ., este strict descrescitor.
c) Calculati nl_{)rzlm nl,.
71. Se considerd sirul (1p),10 1 j nJx+ldx, Vn21.
a) Calculati 1.
b) Aratati cisirul (1,) . este descrescitor.
¢) Calculati nl_lm) nl,. :

72. Se consider functia f:R > R, f(x)=cos2x. - |
a) Determinati aria suprafetei formate de graficul functiei f, axa Ox i dreptele de

3 b4
ecuatii x=0si x=5.
b) Determinafi volumul corpului format prin rotaia graficului functiei
g :[0,%] - R, g(x) = f(x) injurul axei Ox.

c)ArétatlcﬁnIf Yde=(n-1) | /" (x)dx, VneN, n22.

© & 0

73. Pentru ﬁecare numa natural n se considera functia

1
A :[O,M)—)R,j;(x)=m-

2
@) Calculati [ £,(x)dx. -
b) Determinati intervalele de convexitate ale unei primitive oarecare a functiei f,,; .

3n
o) Calculati lim n [ f, (x)dx
n—r+o 3n-i

x2+2

74, Se considerd functia f:R R, f(x)= 3

xZ
a) Aritai ca functia F:R >R, F(x)= I £ (r)dr este strict crescitoare.
0

b) Calculati I—dxfz(x) ;
0

S (t)dt
¢) Calculati lim =—— I

X+ x
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Variante de subiecte

4.1. Subiecte date la examenul de bacalaureat in anii anteriori

4.2. Variante de subiecte propuse spre rezolvare




4.1

Subiecte date la examenul de bacalaureat in anii anteriori

Testul T Examen Bacalaureat, iulie 2012

subiectul |
1. Calculati modulul numarului complex (1 + i

2. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f:R — R
f@)=x"+2xsi g:R>R,g(x)=-x-2.

3. Rezolvati, in multimea numerelor reale, inecuatia 2™ <4, }

4. Calculati probabilitatea ca, alegind la intimplare una dintre submultimile cu trei

elemente ale mulpmn A=1{1,2,3,4,5} elementele submultimii alese s3 fie termeni
consecutivi ai unei progresu arltmetlce

5. Se considerd vectorii ¥ =i—2j si v =ai-j. Determinafi numarul real a pentru care
u-v=3.
6. Calculati cosinusul unghiului 4 al triunghiului 4BC, in care AB=4, AC=55i BC=7.
Subiectul al Il-lea
' 2x+y+3z=0
1. Se consider sistemul {x+2y+3z=0, undemeR.
x+y+m=0

a) Calculati determinantul matricei sistemului.
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are solutie unici.

c in cazul m = 2, determinati solutia(x,, y,,2,)a sistemului pentru care x, >0si

xX+yi+zl=3.
. . 3 2 . .
2. Se considerd matricea A= 3 2 € M,(R) si multimea G={X(p)=]2 + pAI peR\{—l}} .

a) Aratati cd X(p)- X(q) € G, pentru orice X(p),X(¢q)eG.

b) Admitem c3 (G, -)este grup comutativ avind elementul neutru X (0). Determinati
inversul elementului X(p) in acest grup. '

¢) Rezolvati ecuatia (X(p))’ =1,+74 ,unde X(p)eG.

Subiectul al lll-lea
1. Se considera functia f:R 5 R, f(x) =x* -12x. |
a) Aritati c3 functia este crescitoare pe intervalul [2, + o),
X \
b) Calculati lim = |
p— f ( x)

.
¢) Determinati multimea numerelor reale a pentru care ecuatia f(x) = a are trei solutii |
reale distincte. I

14
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2. Se considerd functia f:(-1, +0) > R f(x)= 2x+3
. - - ., - x + 2 ‘
a) Aritati c3 orice primitivi a lui feste strict crescatoare pe (-1, +).

1
b) Calculai | S g
o x+1

Treoa

X

¢) Calculagi lim
X+ X

Testul 2 Examen Bacalaureat, iulie 201 2, subiect de rezerva

Subiectul |
1.Calculati partea reald a numérului complex (1 +2i)%

2. Se noteazi cu x;, x solufiile ecuatiei x’—-3x+a=0unde a este un numir real
Determinafi a pentru care x, +x, + x,x, =5. .
3. Se noteazi cu g inversa functiei bijective f :(0,+00) — (4,+0), f(x) =2 +3. Determi-
nati g(5).
4, Se considerd multimea 4 = {1, 2, 3, 4, 5}. Determinati ili
Se. 1 {1, 2, 3, 4, 5}. afi probabilitatea ca, alegind 1
1{1tamplare una dlfltl‘e submultimile lui 4, aceasta si contini exact trei elemente. " :
5. In reperul cartezian xOy se consideri punctele A(1,3)si B(7,12). Determinati coordo-

natele punctului M, stiind c AM =~ 4B .
3

6. Determinati x € (0, f) , stiind ci sinx+2cosx 3
2 cosx :

Subiectul al li-lea

1 1 1
1. Se noteazi cu (g, b, c) determinantul matricei A@bc)=|2a 2b 2 |eM,®R)
L(R).
3a® 3K 3

a) Calculati D(0,1, -1).
b) Determinati numerele reale x pentru care matricea A(0,1,x) are rangul egal cu 2.

¢) Aritati ci daci q, b, ¢ sunt lungimi i i tri ‘o :
triunghiul este isoscel. ungimile laturilor unui triunghi si D(a, b, c) = 0, atunci

2. Se consideri inelul (Z,,+,) si functia f:Z; —Z,, f(x)=x"+2x* +dx+3.
a) Calculati f(1)+ 7(3).

b) Descompuneti in factori ireductibili peste Z polinomul P=X’ +2X* +4X +3 e Z [X]
©) Aritati c3 functia fnu este surjectivi. 5

'
i
!
!
i

subiectul al lll-lea

: : +9
1.Se considerd functia f:R >R, f(x) = X .
VxP+3

a) Aritati ci functia f ‘(x)\/ x2+3= 3 2—33
P

b) Determinati asimptota spre -+ la graficul .
) Determinati imaginea functiei -
2.5¢ considera functia f:(0, +©) > R, f(x)=Inx.
a) Aratati ca functia F :(0,+0) > R, F(x) = xIn x — x este o primitiva a functiei f.
p) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f; axa Ox si dreptele de
ecuatiix=1six=e.

¢) Aratafi c& (p+1) [ (D)t + [£7* @ydt = xf 7" (x), pentru orice x > 1 5i orice p > 0.
1 1

X

, pentru orice numar real x.

Testul 3 Examen Bacalaureat, mai 2012, sesiunea speciala

Subiectul |

1. Determinati numrul real m stiind cd multimile 4= {2}si B= {x € Rlx2 +mx+4= 0}
sunt egale.

2. Determinati coordonatele varfului parabolei associate functiei f: R-oR, f(x)=
=x*-3x+2.

3. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia 38 <1.

4. Calculati probabilitatea ca, alegind la intdmplare unul dintre numerele naturale de 2
cifre, acesta si fie format doar din cifre impare.

5. Determinati numarul real a pentru care vectorii #=3i+aj si y= a?+(2a—3)}' sunt

coliniari.

6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC, stiind ca AB=AC=5s5iBC=6.

Subiectul al li-lea

1 00 cosx 0 isinx
1.In M,(C) se considera matricele ,=|0 1 0|si 4x)=| 0 1 0 |, xeR.
001 isimx 0 cosx

a) Calculati det (4(7)) .
b) Aratati ci A(x)- A(y) = A(x + y) pentru orice x,yeR.
¢) Determinati numerele reale x pentru care (AN =1,
2. Pe multimea G = (0, 1) se defineste legea de compozitie

_®
2xy—x—-y+1

asociativd
Xeo y =

. 1 N s
a) Aratatici e= 3 este elementul neutru al legii de compozifie "o ™.
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b) Aritati cid orice element din mulfimea G este simetrizabil in raport cu legea - A
compozitie “o”. gea de e 2. Se consider3 polionomul f =X*+4X* +3, feZ[X].

: J g 1 :
¢) Demonstrati cd f:G—>R,, f(x) —;—leste un izomorfism de la grupul (G, o )la !
grupul (R,-) :
Subiectul al lll-lea

1. Se consider3 functia f:R > R, f(x)=

X =X

e +e

a) Calculagi lim
x>+ (X)

b) Demonstrati c3 functia f'este convexipe R. .
¢) Aratati i funcfia g :(0,+) —> R, g(x) = f(vx) este strict crescitoare pe (0, + o) .

! z
2. Pentru fiecare n € N* se considerd numerele /, = Ix" V1-x"dx si J, = Isin" xdx
) 0 0 :
a) Calculati J;. :
b) Calculati 1. : )
¢) Demonstrati ¢a J,, —J,,,, -1, , pentru orice numr natural nenul ». !
Testul4 Examen Bacalaureat, august 2012 :
Subiectul |
1. Aratai ci log, (x/’7+J§) +log2(\/—7_+x/§) =2,
2. Calculai  distanta dintre punctele de intersecie a graficului functiei

SRR, f(x)=x*+5x+4 cu axa Ox.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuafia 3" +3**' =4,

- . . . 20
4. Determinati rangul termenului care contine x™ in dezvoltarea binomului [x +%J ,x>0.
x
5. Determx.nap ecuatia dreptei care trece prin punctual A(3, 3) si este paraleld cu dreapta d
de ecuatie 3x+2y-1=0 '

Determinafi masura unghiului C al triunghiului ABC. $tiind & BC = 2, AB=1Zsi
masura unghiului BAC este egald cu 45°,

6.

Subiectul al ll-lea
| -x+ay+(2a+4)z=1
1. Se consideri sistemul de ecuatii{(a+2)x+ay+(a+1)z=1 , undeacR.
(@+Dx+Qa-Dy+3z=2 ‘

@) Aritati ca determinantul matricei sistemuluieste egal cu 3a® +94* -3a-9 )

b) Determinati valorile reale ale lui @ pentru care sistemul este compatibil determinat.
©) Pentru a = -2, rezolvati sisternul. !

a) Ardtati ¢ a’ = a pentru orice a € Z;.
b) Aratati ci polinomul feste reductibil peste Z; .
¢) Aritati c3 polinomul fnu are rddécini in Z;,.

subiectul al lil-lea
1. Se consider3 functia f:R — (0, +w), f(x)= x+Ux® +1.
S(x)-1

x
b) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre -+ la graficul functiei f.
¢) Demonstrati c&, pentru orice numdr real m >0, ecuatia f{x) = m are o solutie uniciin R.
1
2. Pentru fiecare numar natural nenul p, se considerd numirul 7 » = I xPe” dx .
0

a) Calculati 1153

a) Calculati I,.
b) Aritati cd 21, +(p+1)I, , =e, pentru orice p=3.

LIS

22 i
¢) Calculati lim Lz(e"z +2e"” +..+ne" ]
x—+o 1

Testul 5 Bacalaureat 2012, Model MECTS (www.edu.ro)

Subiectul |

1. Determinati numarul elementelor multimii 4 = {x eZ ] |x + 1| < 24} .

2, Determinati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei y = 2x —1 cu parabola y = 2
—3x+1.

3. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia J1+7x =1+x.

4, Se consideri multimea 4 = {1,2,...,10} . Determinati numirul de submultimi cu 3

elemente ale multimii 4, submulfimi care con{in exact 2 numere impare.
5. Determinati ecuatia mediatoarei segmentului [4B], unde 4(1, -2) si B(3, 4).

6. Stiindcid x e (0, —g—) sicos2x = % calculati sin x.

Subiectul al ll-lea
x+my+m’z=0

1. Se consideri sistemul de ecuatii {mx+m’y+z=0,undemeR. =
1
mx+y+mz=0 <
a) Determinati valorile lui m pentru care determinantul matricei sistemului este nul. E
b) Aritati ca, pentru nicio valoare a lui m, sistemul nu are o solutie (xo, yo, Zo) €U Xo » Yo» =
Zo humere reale strict pozitive. B
©) Aritati ci rangul matricei sistemului este diferit de 2, oricare ar fi me R . s
u
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i

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x*y = l( x+y+xy+ 1)
> .
a) Verificati daci legea de compozitie “*” este asociativa.
b) Aritati ci legea de compozitie ,,*” admite element neutru. ‘
¢) Rezolvati ecuatia x*#x*x=3. .
Subiectul al lll-lea
1. Se considerd functia f:R—o R, f(x) = ¥ =3x+2.
S (x)
f(=x)
b) Demonstrati ca functia f este descrescitoare pe intervalul [-1,1].
¢) Determinati m € R pentru care ecuatia f( x) = m are trei solutii reale distincte.
2. Se considera sirul (I,)

1,=[(1-2) dx.
a) Calculati L.

212 "n
b) Demonstrati ci sirul (7, )"21 este convergent.

a) Calculati lim

¢) Demonstrati cd (2n +1) I, = 2nl,,, pentru orice n > 2.

Testul 6 Examen Bacalaureat, iunie 2011

Subiectul |
1. Aratati i (v2,4/5)nZ={2}.

2. Determinati valorile reale ale lui m pentru care dreapta x = 2 este axa de si i
e simetrie a
parabolei y=x"+mx+4.

1

X
4. Determinati ne N, n>2, pentru care C? + 4> =18..

3. Rezolvati in multimea [0,27) ecuatia sin (x—zj
6

*5. Determinati ae R pentru care dreptele d:ax+y+2011=0 §i d,:x-2y=0 sunt

paralele.
6. Fie x un numir real care verifici egalitatea tgx +ctgx =2 . Aritati c¢i sin2x =1
Subiectul al Il-lea
1 x x*
1. Se considera matricea A(x)=|0 1 2x|,unde xeR.
0 0 1
a) Ariatati cd A(x)A(y)= A(x+y),oricarear fi x,yeR.
b) Aritati ca (A(x)- A(»))""' = 0,, pentru orice x,y e R .
¢) Determinati inversa matricei A(x),unde xeR.
2. Fi L
Fie a e(? si polinomul f =X +(1-a)X’ +(a-2)iX +a +(a-2)ie C[X].
a) Aritati ca polinomul fare radicina ~1.
b) Aratati ci, dacd p,q sunt numere complexe si polinomul g= X2+ pPX +qeC[X]

are doud radicini distincte, complex conjugate, atunci p si ¢ sunt numere reale si

2]
p <4q.
¢) Determinaii @ € C pentru care polinomul f are doud radicini distincte, complex

conjugate.

Subiectul al lll-lea

1. Se considera functia f :(1,0) > R, f(x) =In(x+1)~ In(x-1).
a) Aratati ca functia f'este strict descrescatoare pe (1,+0).
b) Determinati asimptotele graficului functiei f.
¢) Calculati }LI:I‘IQ xf(x).

2. Se consider functia f:[1,2] > R, f(x)=x"-3x+2.

a) Calculati f f (\/; )dx.
NAC))

b) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei g: [L2] > R, g(x)=—=si
x

de axa Ox.
o) Asstati c& (4n+2) [ 7 (x)dv+n [ 7 (x)dx=0.

Testul 7 Examen Bacalaureat, august 2011

Subiectul |

1. Calculati ratia progresiei geometrice (
b,+b,=24.

2. Determinati a € R pentru care functia f : R->R, f(x)

b,),,,» Cu termeni pozitivi, dacd b +b, =6 si
=(1—a*) x+4 este constanta.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia (E) < (-3—) .

4. Determinati numirul termenilor rationali ai dezvoltarii (1442 )w .

5. Calculati distanta de la punctul 4(2,2) la dreapta determinatd de p
C(0,1).

6. Triunghiul 4BC are mésura unghiului 4 de 60°, 4B = 45iAC=5. Cal

unctele B(1,0) si

culati AB-AC.

Subiectul al ll-lea
1. Se considerd multimea H = {4e M,(R)| 4° = 4}.

. 1 2
a) Aridtati ca eH.
00

b) Demonstrati ¢4, dacd Ae H, atunci 4" € H , pentru orice numar n
¢) Aritati ci mulfimea H este infinita.
2. Polinomul f = (X +i)"® +(X —i)'* are forma algebrica f =ay,

atural nenul 7.
X +a, X’ +..taX+a
unde a,,a,,...,a,, €C.

a) Determinati restul impartirii polinomului fla X —i.
b) Aritati c3 toti coeficientii polinomului f sunt numere reale.
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. ¢) Demonstrati ci toate ridicinile polinomuluij fsunt numere reale.
Subiectul al lll-lea
1.Se consideri functia f:R 5 R, f(x) =x"-5x+4.

a) Calculati limw.

x—2 xX-
b) Aratati ci graficul functiei fare un punct de inflexiune.
©) Aritafi ci, pentru orice me(0,8), ecuatia f(x)=m are exact trei solutii reale
distincte.
2. Se consideri functia g:R > R, g(x)=¢™.
@) Calculati [ g(x)dx.
b) Calculati ﬁx’ g (x3 )dx 3

¢) Demonstrati ca sirul (7, ),.21 definit prin I, = f g(x’)dx este convergent.

Testul 8 Bacalaureat 2011, Model MECTS (www.edu.ro)

Subiectul |

1. Calculati modulul numirului complex z=1-iy3.

2. Determinati multimea valorilor functiei f:R 5 R, f(x)=x+x+1.

3. §tiind ca doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, =6 si b; =24, determinati
termenul b, .

4. Determinati x > 0, stiind c3 log, x = 2log,3-3log,2,unde a>0, a=1.

5. Scriefi ecuatia dreptei care contine punctul A (3,2) si este perpendiculari pe dreapta
d:x+2y+5=0,

6. Stiind ci x ¢ (%,n) si sinx= ¥ , calculati cosx .

Subiectul al ll-lea
1 -2x 4x*
1.Fie matricea 4(x)=|0 1 —4x|din multimea M, (R).
0 0 1
@) Calculati (4(2)-4(0))"".
b) Aritati c3 4(x)-4(y)= A(x+y),oricarearfi x,yeR .

¢) Demonstrati ¢ matricea A(x) este inversabila si calculati inversa matricei A(x).

2. Pemultimea G = (0, 1) sedefineste legea de compozitie asociativa x# y=— 2
: 2xy—x-y+1

| a) Verificati daci e =% este elementul neutru al legii ,,* “.

b) Aritati ci orice element din multimea G este simetrizabil in raport cu legea ,,* “.

. 1 .
¢) Demonstrati ¢4 functia f:G >R, f(x)= ;—l este un izomorfism de la
grupul (G, *) la grupul (]R: ,-) .
subiectul al lll-lea
1. Fie functia f:R >R, f(x) = (x=2)}(x-3)(x-4)(x-5)+1.
a) Calculati f'(5).
... [ f(n+1)-1 5
p) Calculati lim (— .
) n—+0 f(n) -1
¢) Aritati ci ecuatia f'(x) =0 are exact trei solutii reale distincte.
! (x2 +x+1)" -x
b (1) {50
a) Calculati 1.
b) Verificatidaci I, -1, Q.
¢) Ardtatica I,,,, €Q,oricarear fi neN.

Testul 9 Examen Bacalaureat, iunie 2010

Subiectul |
1. Calculati ((1-4)(i-1))".

3- . «
2. Aratati ca functia f:(-3,3) >R, f(x)= ln—é—+—i- este impara.

3. Determinati solutiile intregi ale inecuatiei x* +2x-8<0. \

4. Cate elemente din multimea 4 ={1,2,3,..,,100} sunt divizibile cu 4 sau cu 57

5. In sistemul de coordonate xOy se consider punctele M (1,-2), N (-3,-1)si P (-12).
Determinati coordonatele punctului Q astfel incat MNPQ s fie paralAel?g'raI?-

6. Triunghiul ABC are AB =6,AC =3 si BC =5 . Calculai lungimea indl{imii [AD] .

Subiectul al ll-lea

x—-2y-8z=-65 1 -2 -8 _ -
1. Fie sistemul {3x+y-3z=22 ,unde x,y,zeR si 4=|3 1 -3 matricea as
x+y+z=28 111

sistemului.

a) Aratati ca rangul matricei 4 este egal cu 2.

b) Rezolvati sistemul in RxRxR. .

¢) Determinati numarul solutiilor sistemului din mulfimea NxNxN.



2.Fie multimea de matrice 4= {(: bj
a

a,beZS}_

a) Determinati numirul elementelor mulfimii 4.

b) Ariitati c3 existd o matrice nenuld M € 4 astfel incat [ 3A 1] ‘M= [0 } t
-1 3

[} )
S O

¢) Rezolvati in multimea 4 ecuatia X’ =1, .

Subiectul al lll-lea

R
1.Se consider functia f:R\{-1} >R, f(x)= arctgx—+1 }
a) Determinati ecuatia asimptotei spre +o la graficul functiei 1.
b) Studiati monotonia functiei f.
¢) Determinati punctele de inflexiune ale functiei £

n+l

2.Fiesinul (1,) .1, = | 2l
Jox

a) Aritati ca sirul (1,)  este strict crescitor.
b) Aritati ca sirul (1)

¢ Calculati lim n(2-1,)

nzl

este marginit.

Testul 10 Examen Bacalaureat, iunie 201 0, subiect de rezerva

Subiectul |

1.Aritati ¢ numarul iv2 ~1 este solutie a ecuatiei 2> +2z+3=0.

2.Fie functiile f:R > R, f(x)=2x+a si g:R>R,g(x)=x"—a.Determinati aeR
pentru care (fog)(x)>0, oricare ar fi xeR.

3.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vx* —2x+1=x+1.

4, Determinati numirul elementelor multimii 4 = {1,33 ,36,39,...,320'0} .

5. In sistemul de coordonate xOy se considerd punctele 4(3,5),B(-2,5) si C(6, -3).

Scrieti ecuatia medianei corespunzitoare laturii [BC], in triunghiul 4BC.

6. Calculati sin -~ |
12

Subiectul al Il-|ea

x+y+az=1

1.Fie sistemul {x+ 2ay+z=~1 ,unde x,y,z € R si a este parametru real.

2ax+y+(a+1)z=0
@) Rezolvati sistemul pentru a = 0.
b) Verificati daci pentru @ = -1 sistemul este compatibil.

. s e e e g —n = g —er - e

¢) Determinati a € R pentru care sistemul are solutie unica.

2.Fie m;n€ R si polinomul f = X*-3X?+mX —n care are radicinile x,,x,,x, €C.
a) Determinati valorile reale m si n pentru care x, =2 +1i.
b Deteyminati valorile reale m §i n pentru care restul imparfirii polinomului fla
polinomul (x -l)2 este egal cu 0.
) Aratati ¢4, daci toate radicinile polinomului fsuntreale si m>0, n>0, atunci
X,,X,,%; sunt strict pozitive.

| subiectul al lll-lea

1.Fie functia f:R->R, f(x)=~3/x3—3x+2 .

a) Aratati ca dreapta de ecuatie y = x este asimptoti oblicd pentru graficul functiei f

spre +o. o
b) Studiati derivabilitatea functiei / in punctul x=-2.
|
¢) Calculati }HP@ %
cosx
2.Se consideri functia f:R >R, f(x)= pop

a) Calculati J:z f(x)dx.
. T
b) Aritati ci orice primitiva a functiei f este strict crescitoare pe intervalul [O, —2—} .

¢) Calculati ‘[)Z " xf(x)dx .

Testul 11 Examen Bacalaureat, august 2010

Subiectul |
1.Care dintre numerele 23/6 si 333 este mai mare?
2. Determinati multimea valorilor functiei f:R — R, f(x)=|x|.

3.Determinati m € R pentru care ecuatia x* —x+m” =0 are doud solutii reale egale.

4. Determinati numarul termenilor rationali din dezvoltarea (1 +32 )41 .

5. In sistemul de coordonate xOy se consider punctele 4(2,1), B(-2,3), C (1,-3) si
D(4,a),unde aeR . Determinati a € R astfel incét dreptele AB si CD sa fie paralele.

6. Fie multimea 4 = {0;—75;%; 71';37”} . Care este probabilitatea ca, alegand un element din

. o o 0 E 3
multimea A4, acesta sa fie solutie a ecuatiei sin’ x+cos’ x =12

wn
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Subiectul al ll-lea
010

1. Fie matricea A={0 0 1|eD0;(R).Pentrune N* notim B, = 4"+ 4™ + 4™,
a 00
a) Aratai ca 47 =a""-1,.
b) Determinati a € R pentru care det(B,)=0.

g

¢) Determinati a € R pentru care toate matricele B,, ne N' sunt inversabile.
2. Pe multimea R se defineste legea x*y =2xy—-3x-3y+m, meR . Fie multimea

3
M=R\{=>.
B
a) Determinati m e R astfel incat x* y € M , pentru orice x,y e M .
B) Pentru m =6 aritai ci (M,*) este grup.

¢) Pentru m = 6, demonstrati ci functia f: M — R*, f(x) =2x-3 este un izomorfism

intre grupurile (M,*) si (R*,-).

Subiectul al lll-lea

1. Se considera funcia f:R >R, f(x)=32x-1-32x+1.
a) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisi x = 0, situat pe
graficul functiei /.
b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f'spre 40 .

[f(1)+f(z)+-..+f(n))”?

¢) Calculati lim

e “2n+1
1
. . "dx
2. Se consider3 sirul {/ 18 = i 200
sinul (1,),5,, Jx2+x+l

a) Calculati I, +1,+1,.
b) Aritati ca sirul (7, ),», €ste descrescitor.
¢) Calculati lim 7.

n—+xc

Testul 12 Bacalaureat 2010, Model MECTS (www.edu.ro)
Subiectul |

1. Determinafi partea reald a numarului complex (\/5 + i)s.

2. Se considerd functia f:(0,0) > R, f(x) = % . Calculati (o f)(512).
x

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia cos2x+sinx=0.
4. Se consideri multimea M = {0, 1,2,3, 4,5} . Determinati numarul tripletelor (a,b,c) cu
proprietatea ci a,b,ce M si a<b<c.

5. Calculati distanta dintre dreptele paralele de ecuatii x+2y =6 si 2x+4y=11.
6. Paralelogramul ABCD are 4B =1,BC=2, si m(«BAD) = 60° . Calculati produsul
scalar AC-AD
5ubiectul alll-lea
ax+by+cz=>b
3.Pentru @, b, c€ R’ se considerd sistemul {cx+ay+bz=a , x,y,z€R.
bx+cy+az=c
o) Aritafi ca determinantul sistemului este A=(a+b+ c)(a2 +b*+ct-ab-ac- bc) )
b) Rezolvati sistemul in cazul in care este compatibil determinat.
¢) Stiind ca a* +b* +¢” —ab—ac—bc =0, aratafi ci sistemul are o infinitate de solutii
(x, y, 2), astfel incét x* + y* =z-1.

a b
2, Se considerd mulfimea G = {[6 J a,b,ceZ 4} .
C

a) Determinati numirul elementelor multimii G.
b) Dati un exemplu de matrice 4€ G cu proprietatea ¢ det 4 = 0 si detd’ = 0.

10
¢) Determinati numirul solutiilor ecuatiei X = [, A],X eG.
00

Subiectul al lll-lea
X +x+1
x+1
a) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.
b) Calculati f'(x),xeR\{-1}.
¢) Demonstrati ci functia feste concav pe intervalul (—oo,—1).

2, Pentru orice n < N’ se considera functiile f, :R - R, f, (x) =|sinnx| i numerele

1= f'fL(x—)dx.

1.Se considera functia f:R\{-1} >R, f(x)=

@) Calculati [ f, (x)dx .
b) Aritatica I, <In2.

¢) Aratati ca 1,,23(——1—+ ; +...+—1—-).
a\n+l n+2 2n

B MATEMATICA — M1

155




S ==

4.2. Variante de subiecte propuse spre rezolvare

Testul 1

Subiectul |
1. Fie (a,),» © progresie aritmeticd cu as + a;; = 20. Calculati as.

2. Fie aeR si functiile f,g:R—> R, flx)=3x+2sig(x) =2x + a. Determinati valorile
lui a pentru care fog=go f.
3. Rezolvati in multimea (0,+0) ecuatia x* +9"®* =8.

4. Care este probabilitatea ca, alegind o multime din mulfimea submulfimilor nevide ale
multimii {1, 2, 3, 4, 5}, aceasta sé albé un numar prim de elemente.

5. Fie meR si vectorii u=2i+j Jyv= i+m? 1 Aritati ci unghiul vectorilor u ,v este
ascutit.
6. Aritati c3 sinx+ J3cosx <2, oricare ar fix € R.

Subiectul Il
1. Fie multimea M ={X e M,(R)| X* =3X}.

. 4 2
a) Aratati cd eM.
-2 -1
a b .
b) Dacﬁ( d)eM,arétap cia+de {0,3,6}.
c

¢) Aratati cidaci X, Y € Msi X+ Y € M, atunci XY =-YX.

2. Pe multimea (0, «) se defineste legea de compozitie x*y = .
x+y

a) Aritati cd legea ,,*“ este asociativi.
b) Aritati cd legea ,,* nu are element neutru.
¢) Rezolvati ecuatia x* x* x* x =5, x € (0, ).

Subiectul 1l
1. Fie functiaf: R R, f(x)=vx’+2x+4-2x.

a) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei /.
b) Aritati ci feste strict descrescitoare pe R .

¢) Aritati ci fle”) <fix + 1), oricarear fix e R *.
2.Fie [, = Ie" cosnxdx,n e N°,
0
a) Calculati /;.
b) Aritati ca |I| < 80, oricare ar fi n € N°.
¢) Calculati lim/7, .

Testul 2

subiectul |
1. Fie (a,)
si a4+ as+ ag = 16. Determinati ratia progresiei.

5, © progresie geometricd de numere reale, cu proprietatea cd a, +a; + a; =

-3 . ..
2. Fie f:(—0,-3)U3,+0) >R, f(x)=In x—+3 Ardtati ci feste functie impara.
x
3. Rezolvati in R ecuatia v3x-2=1-2x.
4. Determinati » € N pentru care n! + (n + 1)! < 840.

5. Fie # =21 -3j §i v=4i + . Calculati | 37 -v |.

3z 5 . x
. Fi ,— | cu sinx=——. Calculati tg=—.
6. Fic xe(r: 2) inx 7 ti tg 5

Subiectul Il

2 -1
1. Se considera matricele A4 =( {3 ] si B =( 1

3
_2), A,Be M,(R).

a) Calculati inversa matricei AB.
b) Rezolvati ecuatia det(4 + xB) =0, x € R.

¢) Aritati ci (4 + B)" # I, oricare ar fin € N,

2. Pe multimea Z se considerd legea de compozitie x* y =3xy+3x+3y+2, x,yeZ.

a) Aritati ci multimea H= {3k +2 |k € Z } este parte stabild a lui Z in raport cu legea ,,*“.

b) Decideti dacd ,,*“ are element neutru.
¢) Rezolvati ecuatia (x *x) *x=8,x € Z.

Subiectul lll
1. Fie functiaf: R >R, flx)=¢"—1.
a) Calculati lim x f (lj
x

b) Studiati derivabilitatea functiei g : R SR, g(x)= 3 f(x) , in punctul x = 0.
¢) Calculafi lim (f(-D+ f(=2) +..+ f(-n)+n).

1
2. Fie sirul (1,),,,, I, = [——— dx,n2
= 6[ Vx?+1
a) Calculati /.
b) Asitafi & ————<I_ <

\/5( +1)

¢) Calculati lim n(/

n+l

+1.)).

2
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Testul B

Subiectul ]

1.Fie z e C\{i} astfel incat lz++1; este numdr real. Calculati modulul lui z.

2.Fie a e R si functia bijectivd /: R - R, fix) = x + a. Determinati valorile lui a pentru
care f=f".

3.Rezolvati inR ecuatia sinx = cos2x.

4, Cite numere naturale de trei cifre au cel putin o cifrd impara?

5. Fie dreptele d; si d, respectiv de ecuatii: x — 3y + 1 =0 5i 3x + y + 2 = 0, @ un numir real
si P punctul de coordonate (0, a). Determinafi valorile lui a stiind ci P este egal departat
de d, 1 $l dz.

6. Triunghiul ABC are aria egali cu /3 , latura 4B egald cu 2 gi unghiul 4= % . Calculati BC.

Subiectul Il
, 5 1 2
1.Fie matricele A=(2 1J$i B=Im 1|,meR.
0 2

a) Aritati cd rang(B) = 2, pentru orice valoare reali a lui m.
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care det(4B) = 0.
¢) Determinati X € M, ,(Z) astfel incatX-4=(1 2 8).
2.Fie a un numir real §i legea ,,*“ definiti pe R, x * y=xy+tax+y.
a) Aritati ci existd un unic e € R astfel incite * x = x,oricarearfix e R.

b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,,*“ are element neutru.
¢) Pentru a = 1, rezolvati ecuatia (x * x) * (x *x) = 15,x € R.

Subiectul Il
¥4 tg_x 0
1.Fie functia f {O’EJ S[L,0), f(x)={ % X# :
1, x=0

a) Studiati derivabilitatea functiei f in punctul x = 0.
b) Aratati c3 feste bijectiva.

©) Pentru fiecare n € N se noteazi cu x, unicul numir real din intervalul [0, Zj pentru
2

care fix,) = n. Calculati lim x,.

n-—>x

2.Fiesirul ()21, 1, = [xIn" x dx.
1
a) Calculati 7;.
b) Aritati & sirul (I,),; este monoton si marginit.
¢) Calculati lim 7, .

n—x

r

Testul 6
subiectul |

51

2. Fie functia bijectiva £ (1, ) — [2, ), fix) = x> — 2x + 3. Determinati £~

1. Determinati numérul elementelor multimii 4 = {x €eZ

1
3. Rezolvati ecuatia arccosx +arccos (—5) =r,xe[-1,1]

4. Care este probabilitatea ca alegdnd o multime din multimea submultimilor multimii
A={l, 2, 3, 4, 5}, ea sd contind elementul 1?

5. Determinati numerele reale a §i b stiind ¢ punctul A(1, 2) este punctul de intersectie a
dreptelor de ecuatii: 2x + ay = 4 i respectivx —y = b.

6. Fie x e R astfel incét ctgx — tgx = 4. Calculati tg2x.

Subiectul li

= W 12345 ¢
e ermutarcea o = [ .
1.xep 1345 2/

a) Determinati inversiunile permutdrii 5.
b) Determinati numirul de elemente ale multimii {o* | k € Z}.
¢) Fiei e {2,3, 4,5} si 1 transpozitia (1 i). Aréitati c¢i ot # 10.

2.PeR definim legea x*y = 3x* +y* +2012.

a) Dati exemplu de doud numere reale x §i y astfel incat x * y este numdr natural.
b) Aridtati ciR este grup in raport cu legea ,*“.
¢) Aritati ci grupul (R, *) este izomorf cu grupul (R, +).

Subiectul llI
1. Fie functia f:(0,0) > R, f(x)= ||I;X| ]

a) Studiati derivabilitatea functiei f in punctul xo = 1.

b) Determinati punctele de extrem ale functiei /-

¢) Determinati mulfimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuaga fx) = m are exact
trei solutii.

2 Fief:RHR, fix)y=¢—-¢"

a) Calculati aria suprafetei marginite de graficul functiei £, axa Ox si dreptele x = -1,
respectiv x=0.

b) Aritati ca orice primitivi a functiei feste functie convexa.

¢) Calculati lim iz j F(0)de.
x=0 X b
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Testul 7

Subiectul I
1. Aritati c3 numirul (1+ V2) { 2012++2 } este numir natural, unde {x} reprezinta partea

fractionara a numarului x.
2. Dreptele x = 1 §i x = 2 sunt axe de simetrie ale graficului functiei /: R — R . Aritati cz
functia f este periodica.

3. Rezolvati ecuatia 2(cosx—sinx) = —1—— ,X€ |:()’ E] |
Sinx+cosx 2

4. Care este probabilitatea ca alegind unul din numerele A A A AL A LA el sh fie

numér impar?
5. in triunghiul 4BC notim cu M mijlocul laturii BC si cu N mijlocul laturii AC. Aratati ca

34B=2AM-2BN.

6.Fie xe (%, 7[) cu sinx =—1§3— . Calculati ctg2x.

Subiectul Il
1 2 -3
1. Pentru fiecare m e QQ se noteazicu A(m)=|m 1 -1{.
0 m 1

a) Calculati det(4(m)), me Q.
b) Aratati ci A(m) este inversabild, oricare ar fi me Q.

¢) Calculati (4(0))", n e N”,

2. Pe (0, ) se defineste legea de compozitie x * y = vVx'®” .
a) Aritati cidacix *y=1,atuncix=1sauy=1,
b) Demonstrati ca multimea G =(0,00)\{1} este grup in raport cu legea ,,**.
¢) Rezolvati ecuatia x * x * x=3, x € (0, ).

Subiectul 1I§

1. Fie funcfia f:[1,0) > R, f(x)=Inx—2 x—'—i :
x+

a) Ariatati ca functia feste strict crescitoare.

b) Aritati ca graficul functiei fnu are asimptoti spre +o.

.. 1101 1
¢) Aritati ci —3—+§+7 +...+ <lln(n+1) , pentru oricare n € N°*,

2n+l1 2
2. Fiefunctia f: RS R, f(x)=

l+e*
a) Calculati aria suprafefei mérginite de graficul luif; axa Ox si dreptele x =0, x = 1.
b) Calculati [:x2 f(x)dx.

o Caleulati lim n [ x* f(x)dx.

r

Testul 8

Subiectul |
1. Fie z € C astfel incat 222 +z+2=0. Calculati |z].

2. Determinati @ € R stiind ci functia f:R— R, Ax) = ax’ + 2x + 3 este monotona.
3. Rezolvali ecuatia 4° -3 - 6+2-9°=0,xeR.
4. Determinai numérul natural n, n 2 2, stiind ca numdarul functiilor strict monotone
AL 2} = {1,2, ... ,n} este egal cu 20.
5. Aflati coordonatele simetricului punctului A(1, 2) fatd de dreapta x -2y +5=0,
6. Triunghiul dreptunghic ABC are m(«4)=90°, m(XB)=30° si raza cercului
circumscris egali cu 6. Calculai perimetrul triunghiului 4BC.

Subiectul Il

1 2 3 4
3 2 1 4) sifllnc;iaf:S4—>S4, f(x)=0'-x.

a) Aritati c3 ¢ este permutare impara.
b) Fie x € S. Aratati ci f(x) este permutare pard daca si numai daci x este permutare impar3.
¢) Aritati c3, indiferent de ordinea factorilor, produsul celor 24 de permutiri din S, este

1. Fie permutarea o = (

diferit de o.
1+4x 0 8x
2Fie G={ Ax)=| 0 0 O xeR\{—%}
-x 0 1-2x

a) Aritati ci A(x) - A(y) € G, oricare ar fix,y € R\ {——;—}

b) Demonstrati ci G este grup in raport cu inmulirea matricelor.

¢) Aritati ci functia f:(R*,) = (G,") f(x)=4 (XT_I) este izomorfism de grupuri.
Subiectul lll

1. Fief: (0,0) 5> R, f(x)=In——.
x+1

a) Aritati ci feste strict crescitoare pe R.
b) Calculati lim x f(x).

¢) Aritati cd -—1-<f(x)<—L, oricare ar fix € (0, ).
x x+1

2. Fie sirul (I),21, 1, = Exz" sinxdx .
a) Calculati [,.

b) Aritaticd 0< 1/, < ,oricare ar fin € N°.

4n+2
¢) Calculati limn/,.
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Testul 9

Subiectul |

1. Determinai numarul natural 7 astfel incat 1 +3 + 5+._+ (2n— 1) + (2n + 1) = 625.

2. Aritati cd functia f: R — R, fix) = x°~ 2’ + 3 nu este injectiva.

3. Rezolvati ecuatia cos’x + cos’2x =1, x € [0, n).

4. Cite functiif: {1,2,3} - {1,2,3,4, 5} au {1) = A2).

5. Fie m € R astfel inct vectorii # =i +5j si ¥ =27 +m J sunt coliniari. Aritati c3

| 7]|=2v26.

6. Calculati aria unui triunghi echilateral inscris intr-un cerc de raza 1.
Subiectul Il
1. Fie multimea M= {4 € My(R) | 242+ A+ 1, = 0,}.

1 1
a) Aridtati ca matricea 2 2 apartine mulfimii M.
1 0

b) Demonstrati ci orice matrice din M este inversabila.
¢) Aratati ci multimea M are o infinitate de elemente.

2. Fie (S84, - ) grupul permutdrilor de grad 4 §i o = G i ; :) :

a) Determinati ordinul permutirii o in grupul S,.
b) Aritati cd multimea H = {t € S, | © permutare pari} este subgrup al grupului S;.
¢) Ardtati cd dacd f:(S,,) = (S,,”) este morfism de grupuri, atunci

123 4
f(a);t[l 3 4 2)'
Subiectul i
1. Fief: (0,00) > R, f(x):(x+1)1n(1+l).
. X

a) Deterxpina;i ecuatia asimptotei spre +oo a graficului functiei £,
b) Aritati ci feste strict descrescitoare.

¢) Calculati lim (f ;1) AL el ("));.

n—w 3 . n+1

2-Fie/:R >R, f(x)=2 sisil (Loar, 1, = [ f(x)dx.

@) Calculai [ xf (x)d .
b) Aratati ci sirul (I,,),, este monoton §i marginit.
o Calculati lim [ 7 (x)d .

-

Testul 10

subiectul |

1. Aritati ca log,3 > logs4.

2. Fie functia f:R—> R, flx) = x* — 2x* - 3. Determinati numarul punctelor de intersectie a
graficului functiei f cu axa Ox.

3, Rezolvati inR ecuaia log,((x2 + 2) = log,3x.

4. intr-o clasa sunt 20 de fete i 10 baieti. Cate echipe mixte formate din 3 fete §i 2 baieti se

ot forma cu elevii din clasa?

5, Fie punctul A(l, 2) si dreapta d de ecuatie x — y — 3 = 0. Determinati coordonatele
piciorului perpendicularei din 4 pe d.

6. Fie triunghiul ascutitunghic ABC. Aritati cé sinB > cosC.

Subiectul Il
1. Fie M= {4 € MAR)| 4> = A"}, A" este transpusa matricei 4.

1 0
a) Aritati c3 matricea [0 O\J apartine lui M.
b) Daci A € M i A este inversabila, calculati det(4).
b
¢)Daci 4= (a d) € M sidet(4) =0, aratati ca ad+b-a=0.
c

2.Fiemultimea G={f,:R— R |fi(x)=ax+3(1 —a),acR"}.
@) Aritaticd f o f, = f,, Va,beR¥*.
b) Demonstrati cd G este grup in raport cu operatia de compunere a functiilor.
¢) Determinati a € R * astfel incat (f, o £, o f,)(x)=8x—21, oricarc ar fix € R.

Subiectul Il

2x
X' =3x+2°
a) Determinati ecuatiile asimptotelor verticale ale graficului functiei f.
1

1. Se consideri functia f:R\{1,2} >R, f(x)=

b) Calculati lim (f(x))*.

¢) Rezolvati ecuatia f"(x) =0, xeR\{1,2}.
1 x

2. Fie functia f: (0, 0) > R, f(x)= I zt
ot +2

dr.

a) Calculati {1).
b) Aritaticad f(x+2)+2 f(x) =—1_H, oricare ar fix > 0.
x

¢) Calculati lim x f(x).
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Testul 11

Subiectul |

1. I:‘ie z € C cuz] = |z~ 1|. Calculati partea real3 a lui z.

2. in functiile f g :R—> R, fix)=x* - 2x + 3 $i g(x) = - + 4x + a, a € R. Determinar;
valorile reale ale lui a pentru care imaginile celor dous functii au exact un element 2:5:
comun.

3. Rezolvati ecuatia 2 + 1 =3", x e R.

4. Cate submultimi ordonate cu 3 elemente, ale multimii {1, 2, 3, 4, 5}, contin elementy] 1?9

5. Fie punctele A(-1, 3) i B(0, 4). Determinati coordonatele simetricului lui B fagi de 4.

6. in triunghiul 4BC, punctul D e (BC) este piciorul bisectoarei din 4 a triunghiului si g,

R, sunt razele cercurilor circumscrise triunghiurilor 4BD, respectiv ACD. Aritati ci dacy
R[ = Rz, atunci AB = AC.

Subiectul Il
322
1. Fie matricea 4={2 3 2|.
2 23

a) Calculati rangul matricei 4> - L.
b) Determinati numerele reale a si b astfel incit 4> = a4 + b1,
¢) Determinati inversa matricei A4.

2. Pe multimea G =(1,0) definim legea x*y:% /xzy—xz -y +5.

) 1
a) Aritati ci x*szz(xz DO -1)+1, oricare ar fix, y € (1, o).

b) Demonstrati ci G este grup in raport cu legea ,*“,
¢) Demonstrati ca functia f: (0, ) - (1, ©), f(x)=+2x+1 este izomorfism de la
grupul ((0, «), - ) la grupul (G, *).

Subiectul Nl

V- Fief:R> R, f(x)=¢” —1-x2.

a) Scriefi ecuafia tangentei la graficul functiei f in i
‘ punctul de pe grafic, de abscisi xo = 1.
b) Aritati i 2f{x) > x*, oricare arfix € R . '

©) Studiati derivabilitatea in punctul x = 0 a functiei g : R
= R R, =4
o 1 fiei g gx)=Yf(x).
*Fiesirul 7, = I(x2 +2x+2)"dx,ne N,
0
a) Calculai 1;.
b) Aratatic3 lim I, = .

n—»w

©) Calculai ’llgr}o Sin((Zn +D1,-2n1,).

v (1'estu| 12

iedﬂl |
sub 1 1 1

. , 1
g, At 8 S B T T3
7 Fief: {21 0, 1, 2} » R o functie impara. Calculati f (-2) - f(-1) - £ (0) - £ (1) -

" fQ).

Rezolvati ecuatia N-x=x-1,xeR.

4. Determinati numarul de elemente ale unei mulfimi care are exact 16 submultimi cu un

pumGAr impar de elemente. v
5, Fie punctele A(-1, 0), B2, -3) si C(3, -2). Scrieti ecuatia indltimii din 4 a triunghiului

ABC.
6. Aritati cd c0s210° + c0s?50° + cos?70° = %

este numir natural.

subiectul ll

3 9
1. Fie mulfimea M= {X € My(C) | X =0y} si 4 =(_1 _3).

a) Verificati daci 4 € M.
b) Aritati ci daci X € M, atunci X> =0,

¢) Aritati ca ecuatia ¥* = 4 nu are solutii in M4(C).
2, Pe intervalul (2, «) se considera legea de compozitie asociativi x* y = (x—2)"" +2.

a) Aratati ci legea de compozitie ,,* are element neutru.
b) Determinati elementele nesimetrizabile din intervalul (2, ), in raport cu legea ,,*“.
¢) Rezolvati ecuatiax * x * x * x =5, x € (2, ).

Subiectul Il

1. Fie funcfia f: R> R, fix)=€" +x- 1.
a) Ardtati ci functia f este bijectiva.

. 1
b) Determinati asimptotele graficului functiei g : R* > R, g(x) = f (;—) .
¢ Fie sirul (x,),,, definit astfel: x; =—1 si x,,, = f(x,). Calculati }1_{130 X,

2. Fie funciaf: R 5> R, f(x)=—2X
1+sin” x

a) Calculati aria suprafetei mirginite de graficul functiei £, axa Ox si dreptele x = Osix=m.

2%
b) Calculati j x f(x)dx.

[}

¢) Calculati lim i, f[ro-nax.
x>0 x 0

B MATEMATICA - M1
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Testul 13

Subiectul |

1. Cate numere rationale contine mul{imea {xﬁ, V2,43,..,42012 } .

2. Fie functia bijectivi f: R—> R, fix) = X+x+2. Calculati (f™'o f7)2).

3. Rezolvati ecuatia sinx + Posx=0,xe [0, 2m).

4, Cite permutiri ale multimii {1, 2, 3, 4, 5} au pe prima pozitie un numir par?
5. Demonstrati egalitatea: C; +C, +C; +C. =C; .

6. in triunghiul 4BC are loc relatia sind = 2 sinB cosC. Aritati ci triunghiul ABC este
isoscel.

Subiectul Il

a b 3 2
ie multi M= b id4= .
1. Fie multimea {(Zb a] l abe Q} si (4 3)

a) Aritati ci orice matrice din multimea M, diferiti de O,, este inversabil.
b) Aritati cd daci X € M,y(Q) si AX=XA, atunci X e M,

¢) Rezolvati ecuatia X* = 4, X € My(Q).
2. Fiemultimea G={f;: R>R|fi(x)=3"%+2-3" -2,k Z}.
@) Sisearate cd f, o f, = f,,,, oricare ar fik, p € Z.

b) Sé se arate ci G este grup in raport cu operatia de compunere a functiilor.

¢) Si se arate ci multimea H = {f;; | k € Z} este subgrup al grupului (G, o).

Subiectul Il

1. Fie functiaf: R > R, f{x) = arctgx — arctg(x + 1).
a) Determinati punctele de extrem ale functiei f.

b) Determinati numirul de solutii reale ale ecuatiei fx)=m, m € R.

¢) Aritati ci f(x)> - 21 1,oricarearﬁxe [0, o).
x“+

1
2. Fie sirul (1,),z1, 1, = [x"sinx dr.
]
a) Calculati I,
b) Aritati ca 1, + n(n — 1)I,_, = nsinl — cos|, oricare ar fi n e N,n>3.

¢) Calculati limn1,.

n-—»w

“ Testu| 1 4

i 11
subiectu ) 1+ +l+2i
1. Determinati partea reald a numirului complex z = Tt

i . . 1
3 = _Ix]- — dici, da —.
. Aratati ¢ functia f: RoR, f(x)=[2x]-[x] [x + 2] este periodic, cu perioada 3

3 Rezolvati ecuatia 4" = 2* . xeR"

4 Determinati numerele naturale n, n > 2 pentru care C, +2 C: =16. _ o

3 Fie punctele 4 (1, 2) si G(3, 4). Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC,
5. determinati coordonatele mijlocului BC. . ‘
6 Triunghiul ABC are BC = 10 §i raza cercului circumseris R =5. Calculati cosA.

Subiectutll
al 2b

1. Fie matricea 4= b1 —-alcua belR.
01 4

inati i iasi det(4) =—6.
Determinati valorile reale ale lui a 51 b. pentru care )= .
‘13 Aratati ci pentru orice valori reale ale lui a si b, rangul matricei 4 este cel putin 2.

¢) Fie M= {X € M5(R) | det(X) = 1}. Rezolvati ecuatia AX = eI, xeM

2.PeR definim legea de compozitie x * y =xy + 3x + 3y+7.

a) Aratati ci legea ,,** este comutativa.
(1%2)*3
1%(2#3)

¢) Aritati ci legea ,,** nu are element neutru.
Sub?ectul I!I o 7o o |
" l;;esfsggggtfﬁgi: tanéejiu):i la graficul functiei fin punctul A(1, e + 2).
3n’ +5n

2 J '

b) Calculati

b) Calculai lim [ FED+ (D) +.+ f(-m)+
¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care flx) 2 mx, oricare ar fix e R.
2.Fief:R—> (—%, th—),f(x) = arctgx.

1
1)
a) Calculati Ixz ) dx.

0

1
b) Calculati [ ' (x) dx.

-1

1
¢) Calculati lim jx’ fr(x)dx.
(1]

as AYTYERAATICR _ M1
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Testul 15

Subiectul |
1. Cate numere rationale contine multimea { /1024 I neN,nz 2} 3

2. Fie func;iaf :R> R,fx)=x"+x+a,aeR. Determinati valorile reale ale lui a pentry
care feste impara.

x

3, Rezolvati ecuatia log, =x,xeR.

4, Cate functuf { 19 29 3} => { 1, 2’ 33 4} au mlllllmea lmaglmlor fonnatﬁ din exact doui elemente?
5. Fie punctele A(1, 3), B(-3, 5) si M(-1, a), a e R. Determinati valorile reale ale i o
pentru care M se afld pe mediatoarea segmentului [4B].

6. Triunghiul 4BC are lungimile laturilor @, b §i c. Daci R =4 si r = 1, calculati

1
4—
ke

8-

L
ab
Subiectul Il
a  a+1 a*+2
1. Fie numerele intregi @, b §i matricea 4=| *~1 b*  b*+1|.
1 2 4

a) Calculati det(4).

b) Aréta;? cd rang(4) 2 2, oricare ar fi numerele intregi a si b.

¢) Arétati ci dacd rang(4) =2, atuncia=0i || = 1.
2. Pe mulfimea G =(-2,2) se defineste legea de compozitie x* y = M .

4+xy
a) Rezolvati ecuatiax * x=x, x € (-2, 2).
b) Aritati ci G este grup in raport cu legea ,,**.

. o 2(x-
¢) Aratati ca functia f: (0, ) - (-2, 2), f(x)= (xlel) este izomorfism de la grupul
((0,),) 1a grupul (G.#).

Subiectul I
1.Fief: R5>R,fx)=x"+ 3 -4.
a) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului functiei /.
b) Studiati derivabilitatea functieig :R > R, g(x) = f(x)| in punctul x, = -2.

&
¢) Calculati lim (L(zi)) "

X — o X
o 1 g
2. Fief:R>R, f(x)= o sinotimcu I = If"(x)dx,n eN.
0
@) Determinati aria suprafefei mirginite de graficul functiei f, axa Ox si dreptele

x=-1,x=1.
b) Aritati ci sirul (7,),»; este convergent.

¢ Ardtatica 2nl,,, —-(2n-1) I, =2—1",n e N*.

Testul 1 6

iectl.l' |
fugeterminati numirul natural » pentru care 8(1 + 3 + 3* 4.+ 3%") =6 560.

2 Determinati multimea valorilor intregi ale lui a pentru care graficul functiei
’ R R fix) =% + ax + 1 nu taie axa Ox.

3, Rezolvati inR ecuatia Yx+1+Vx+2=5.
4. Care este probabilitatea ca alegdnd un numar din mul{imea numerelor naturale de trei

cifre, el sa fie cubul unui numar prim?

— = .= B
5. Fie triunghiul ABC 5i M € (BO) astfel incét 5 AM =2 4B +3 4C . Calcula M_"é :

6. Triunghiul ABC are AC* + AB* + AB - AC = BC. Determinati misura unghiului 4.

subiectul Il
. , (-2 0
1. Fie multimea M =34e M,(C)| 4" = o 2l

a) Aritati ci rangul lui 4 este 2, oricare ar fid € M.
b) Aritati c3 pentru orice 4 € M, ecuatia X* = 4 nu are solufie in My(R).

¢) Aratati ci daci 4 € M, atunci matricea 4 — I, este inversabila.
2. Consideram inelul (Z,*,0) undex*y=x+y+2 si xoy=xy+2x+2y+2.

a) Determinati elementul neutru al legii ,,*“.
b) Aritafi ci inelul (Z,#*,0) nuare divizori ai lui zero.
¢) Determinati a, b € Z stiind c3 functia f: Z —7Z,fix) = ax + b este morfism de la

inelul (Z, +, - ) la inelul (Z,*%,0).

Subiectul Il
1. Fie functia f: [0, ) >R, f(x) =arcsin 13.12 ’

a) Studiati derivabilitatea functiei f in punctul xo = L.
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f.
¢) Calculati lim xf(x).

2. Fie functia f: (-1, ©) > R, fix) = In(1 +x).
a) Determinati primitiva F a functiei £, cu F(0) = 0.

1
AC))
b ALY
) Calculati 0[ b

/4

¢) Calculati [ ftg x)dx .
0
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Testul 17

Subiectul |
1. Determinati numerele reale x pentru care [x — 1] = {x}.

2. Determinati inversa functiei bijective f: R — (3, ), f(x)=2"+3.

3. Rezolvati inR ecuatia cosx = tgx.

4. Care este probabilitatea ca alegdnd un numir k din multimea {0, 1, 2,...,6}, el s3
indeplineasca conditia C; < C;*'?

5.Fiea € R si vectorii 4 =i i+3j,v=3i+aj. Determmap a € R pentru care vectorij

#+v si u—-v sunt perpendiculari.
6. Triunghiul ABC are lungimile laturilor 4B =4, BC=5 §i AC = 7. Calculati sin4.

xeR}.

a) Determinati valorile reale ale lui x pentru care det(A(x)) = 2.
b) Ardtati cd A(x) - A(Y) = A(xy +x +y), oricare ar fix, y e R.
¢) Aritati ci (4(3))" = A4(4" - 1), oricare ar fin € N,

Subiectul Il

: : 1+3x 6x
1. Fie mulfimea M = {A(x) =[ ]

-x  1-2x

2. Fie corpul (Z7,+,+)siH={x’|x € Z}.

a) Rezolvati ecuatia Sx+4=1,xe Z;.

b) Determinati numirul elementelor lui H.

¢) Determinati perechile (x, y) € Z; x Z ; pentru care x° +2 y = 0.
Subiectul llI

1. Fief: [1,0) >R, f(x):x‘/x—_l.
x+1

a) Determinati asimptotele graficului functiei £
b) Determinati imaginea functiei f.
¢) Calculati lim (&) .

X=3»00 X

2, Fie sirul {,) ctg"xdx,n e N°.

n21? n

Alm_.,Nla

@) Calculati I,.
b) Aritatici I, , = L—In ,neN".
n+l

¢) Calculati lim7,.

n-»x0

r

Testul 18

subiectul |

1. Numerele NE) si 3 sunt termeni ai unei progresii aritmetice (a, ).,, cu ratia r. Aritati ci

nzl
y este numdr irational.
x*+3x+2

. ‘ ) . |
2. Fie functia f:R—>R cu proprietatea ¢ f(x)+2f [_)=—, oricare ar fi
x X
x € R. Calculati A2).
3, Rezolvati in R ecuatia log, x = log, x
4. Determinati valorile naturale ale lui n pentru care dezvoltarea (1+32)" are exact 7
termeni rationali.
5. Fie 4(1, 2) si B(3, —1). Determinati ecuatiile dreptelor care trec prin 4 si sunt situate la
distanta 2 de B.
6. Triunghiul ABC are AB=4,4C=65i BC= 219 . Calculati sind.

Subiectul Il
' 3Ix—y+2z=3
1. Se considera sistemul {2x+my+3z=0,undem e R.
x+3y+z=4
a) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul este compatibil determinat.
b) Stabiliti daci existi valori reale ale hui 7 pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.
¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are o solutie (xg, Yo, Zo) cu
componentele 1n progresie aritmetica.
2. Fie polinomul /= (X + X+ 1)'° + (2 = X+ 1)'° € R[X] §i f= a2X™ + aioX*® +..+ ayx +

+a, forma sa algebrici.
a) Determinati restul impdrtirii lui f la X* — 1.
b) Calculap ap +a; tast... 1 ay.
¢) Calculati a;.
Subiectul Hll
1. Fie functia f: R\ {4} >R, f(x )—"TJ'Z
a) Determinati asimptotele graficului functiei f.

b) Calculagi lim(+ (1) £(2) ... £(m))".
¢) Fie sirul (x,),» definit astfel: x; = 1 i x,,,; = Ax,,). Calculati limx, .
2. Fie functia S:R >R, fix) = ~4x+35i I, = [ f"(¥) dx,n e N,
a) Determinati aria suprafetei marginite de graficul lui £, axa Ox si dreptele x =0, x = L.

3
b) Calculati j (x=2) f2(x)dx.

¢) Calculati lim I;” .

G
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Testul 1 9

i ! ‘ ull
Sublectd! 2z 1 subi‘::mina;i numarul natural x astfel incat: 1 +5+9+... +x= 496..
1. Fie numirul complex nereal z astfel incat este numir real. Calculati mod 1.9"‘ .o - (0. 20) —» (0, o) astfel inct (go £)(x) = x*, oricare ar fi x & (0, ).
4 z { uly] Fie functiile /; & (0, ©) - (
numirului z. = Aritati c3 feste injectiva.

2. Fief:[1,0) = B,fix)= x* —2x + 5. Determinati multimea B stiind ci feste surjectivi, ati in mulfimea numerelor reale ecuatia vx+1+log, x=6.

3 RezolV s
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuaia xP 48 =12, J o B 1,1
4. Determinati numarul real x stiind ¢ termenul din mijloc al dezvoltarii (1 + x)® este ¢ gal s Aflati cel mai mic termen al dezvoltaru >*3)
cu 70. - - e - unctele A(-1, 2), B(-4, 6) si C(3, -1). Aflati lungimea bisectoarei din 4 a
5. Fie hexagonul regulat ABCDEF de latur3 1. Calculai IAC +EF | : 5. tl:il:nghiului ABC.
6. Triunghiul ABC are lungimile laturilor g, b, c. Dacd b + ¢ — a = 2r, unde r este raza 6. Calculati c0s2° + c0s6° + c0s10° +. . . + cos178°.
cercului inscris in triunghi, calculati masura unghiului 4. 3 :
subiectul Il
Subiectul n . azx_b2y+z =1
x+3y+z=0 1. Fie sisternul (@ +)x—(b*—1)y+2z=2 ,undeq, beR.
1. Fie sistemul: {x+y+mz=0 ,undemeR. :

(@ +2)x—(b* -2)y+4z=4

x+2y+(m+l)z=0 g) Calculati determinarea matricei sistemului.

a) Determinati valorile lui m pentru care sistemul are solutii nenule. b) Determinati valorile lui a §i b pentru care sisterr.lul este.compatibil nedeterminat.
b) Determinati solutiile (xo, yo, 2o) ale sistemului pentru care x2 +y2 +z; =6. ¢) Aritati ca daca (xo, Yo, Zo) este solutia sistemului, atunci: xo + yo + 274 % 2012.
¢) Fie A matricea sistemului pentru m = —2. Aritati ¢i A" # I, pentru oricen € N °, 2. Fie polinomul f= X* —4X + 1 5i x1, X, X3, x4 € C radicinile lui.
2.7n polinomul £, = (X i a)lz + (X N a)lz , unde a este un numdr real. a) Calculati (l -L)(I _L)(l__l_)(l _L] X
a) Determinati restul impirtirii lui £, la polinomul x* — &%, : X X2 % X4

b) Determinati radacinile lui £, in cazul 1n care f, are cel putin o ridicina reala.

1 ; b) Aritatici x° +x) +x; +x, =0.
¢) Aritati ci pentru orice a € R, a # 0, ridicinile in C ale lui f, au partea real zero.

¢) Aritati ci f are exact doud ridicini reale.
Subiectul Il

L.Fief:R->R,flx)=x-sinx.
a) Aratati ci f este strict crescitoare.

~ Subiectul 11l

1. Fie functia f:R—> R, flx) = 5x* + 10> + 1. ‘ N _
a) Aratati ca existia, b eR cua<b astfel incat si se poatd aplica functiel fteorema lui

H M. ANDRONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU ¢ C. CIUPALA ¢ F. DUMITREL

b) Calculati: lim LST-Q— . Rolle. . .
¥20x b) Determinati imaginea functiei f.
¢) Fie sirul (x,), » o definit astfel: xy = 1 §i x, +1 = f{x,). Calculati lim x, . O+ fQ+fB) +-.+ f(n) "
e ¢) Calculati lim( 7 . =
. 1 n—w«
2. : = P
Fie f.[0,0) >R, f(x)=arctg T 2. Fie functia f:(0, ) —» R, fix) = cos(In x). .é
a) Aritati c3 orice primitivi a lui R este concavi. a) Calculati I, = f I drx. =
1 g <
At , * » . . ST =
FoCaleuisti: OIW“"- b) Calculfi ariasuprafeei mirginie de graficul lui £ axa Ox si dreptele x = 1 §i¥ 8
x+2 a9 n E
¢) Calculati: lim | f(e)dt. ¢) Calculati lim [/"(x)dx. .
17

174 ‘



~N
(-]

B M.ANDRONACHE « D. SERBANESCU * M. PERIANU + C, CIUPALA « F. DUMITREL

Testul 21

Subiectul |

1. Aritati ca (—o, logz3) N (1, +o0) = &.

2. Fie f: R > R, fix) = 3x — 1. Calculati f{f{1)).
3. Rezolvati ecuatia 4" + 2" = 72.

4. Determinati n € N, n > 2, stiind cd 47 =110.

5. Determinati ecuatia dreptei ce trece prin punctul A(1, 1) si este perpendiculari pe dreapta
de ecuatiex+y—-1=0. - : y
6. Calculati raza cercului inscris in triunghiul ABC cu AB=3, BC=4, CA =5.

2 3y . 1 2 3
$17= .
31 321

b) Aritati ci multimea {o"" |m € N*} are 3 elemente.

Subiectul Il

1
1. Consideram permutarile o = (2

a) Calculati o°.

¢) Fiem, n € N” astfel inct o™ =" . Aritati ci 6 divide mn.

A(n) = (l-;n 'linn)’ ne Z} c

a) Aritati ci A(n)- A(m)= A(n+m), oricare ar fin, m € Z.
b) Demonstrati cd M este grup in raport cu inmultirea matricelor.
c) Aratati ca f:(Z,+) > (M,-), f(n)=A(n) este izomorfism de grupuri.

2. Se considerd multimea M = {A(n)

Subiectul Il

1.Fief:R—> R, f(x)=vx*+1-x.
a) Calculati derivata functiei f.
b) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul 4 (0, 1).
¢) Determinati asimptotele la graficul functiei f.

1
2. Pentru fiecare numr natural nenul # definim I, = _[x" -sinx dx.
0

a) Calculati I,.
b) Aratati ca I, < I,, oricare ar fin > 1.
¢) Demonstrati ¢i lim/, =0.

n—w

| r 122

Testu

UbieCtUI I 1M1 < . s ) . . n .
Calculati suma prlmllor zece termeni ai unei progresii aritmetice avand primul termen
" egal cu —10 si raia egala cu 2.
Determinati coordonatele
2.f' R »R, fly=28"+x-3.
R.ezolva;i inR ecuatia logy(x + 1) =~1.

4. Cite submultimi ordonate cu 3 elemente are o multime cu 4 elemente?

5 Scrieti coordonatele unui punct ce apartin dreptei de ecuatie x —2y +3 =0.

varfului parabolei ce reprezintd graficul functiei

V4 . 3 .
6. Fie a€ (0, —2-) y SInE S Calculati cos a.

subiectul Il
x+y+mz=0

1. Considerim sistemul de ecuatii liniare {x+2y+z=1 ,undem e R.
' -x+y+z=4
a) Determinati valorile reale ale lui m pentru care (-2, 1, 1) este solutie a sistemului.
b) Calculati determinantul matricei sistemului.
1
¢) Rezolvati sistemul pentru m =§ .

2. PeR definim legea de compozitie xoy =xy+x+y, pentru orice x, y € R.

a) Rezolvati inR ecuatia xox=38.
b) Aritati ci legea ,,o “ este asociativa.
¢) Aritati ci daci x, y € (-1, ), atunci xoy € (=1,0).

Subiectul Il
1. Considerim sirul (a,),»: definit prina; = 1si a,,, = ,/12 +a,,n21.
a) Ardtati cd sirul (@), este crescétor.
b) Aritati ca sirul (a,)»1 este marginit superior de 4.
¢) Demonstrati ca lima, =4.
2, Considerim f: R R, fix) =x- €™
@) Calculati [ e f(x)dx .

b) Calculati [ f(x)dx.

L‘ fode

. 1
¢) Demonstrati cd lim —.
x>0 x 2
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Testul 23

Subiectul |
1. Calculati (1+32)1-32+34).

2. Fie functia f:R = R, f(x)=2+3x. Calculati {-10) + -9) +...+ f9) + £10).

3, Rezolvati in R ecuatia 8" Lg%
4. Rezolvati in multimea [0, 2x) ecuatia sinx = ?3 ]

s, Aratati ca vectorii ¥, =1 +8 j §i ¥, =4/ -7 j au module egale.
6. Calculati perimetrul triunghiului ABC stiind cd 4 = 120°, AB=3 5i AC=1.

Subiectul ll
-2 1 1 111
1. Consideram matricele A= 1 -2 1 [siB=|1 1 1.
1 1 =2 111

a) Aritati cd rang4 + rangB = 3.
b) Rezolvati in R ecuatia det(4 + xB) = 0.
c) Aritatici (4 + B)"=A"+ B", oricare ar fin e N,

2, Polinomul f =X-X-1€¢ C[X] are radacinile complexe x;, x3, x3.

a) Aflati restul impirtirii lui f1a polinomul X* - 1.
b) Calculati x; +x) +x] .
¢} Aritati ¢a fix; + x;) =-2.

Subiectul i1l

1. Consideram functia f: (-1, 0) > R, fix)=€¢" - 1 —In(x + 1).
a) Calculati derivata functiei /.
b) Aritati ca functia f'este convexa.
¢) Demonstrati ci f{x) > 0, oricare ar fi x € (-1, o).

2, Considerdm functia f: (0, ©) » R, f(x)= __1___1 .

x+1 x

2
@) Caleulati [f(x) dx.
1

3
b) Calculafi [ f(x*)dx.
1

¢) Determinati valorile lui a € (1, «) pentru care j: f(x)dx=-1.

Testul 24

subiéd“' |

1. Calculati partea intreagd a numarului ﬁl_ 5"

2. Determinati valorile reale ale numdrului m stiind ci abscisa vérfului parabolei
‘:R—> R,f(x)=x2+mx+ 1 este egald cu 2.

3. Rezolvati ecuatia sinx = -1 in multimea numerelor reale.

.. .o 6
4. Determinati termenul din mijloc al dezvoltarii (1 +2 ) .

5. Calculati lungimea vectorului ¥ —¥,, unde ¥, =7 —J si ¥, =27 -3 .
6. Fic a € R cu sina = 0,6. Calculafi tga.

Subiectul Il
011 1 00
1.Fie matricele 4=|0 0 1|si;=[{0 1 0}.
0 00 0 01

a) Determinati rangul matricei A
b) Aritati ca inversa matricei ;- A este 5+ 4 + Af.
¢) Calculati inversa matricei /3 + 4.
2. Pentru fiecare numir natural nenul # considerim polinomul f, = X" + X" +1 € C [x].
a) Determinati ridicinile complexe ale polinomului f;.
b) Aflati catul impartirii polinomului f; la polinomul f;.
¢) Demonstrati ¢4 f; divide f, dacd §i numai daci 3 nu divide n.

Subiectul 111

1. Considerim sirul a, =1+l+l+...+l,n2 I
2 3 n

a) Aritati ca A =y 2 % ,oricarearfin>1.

b) Aritati ca a, 2 1+%, oricare ar fin > 1.

¢) Demonstrati ci lima, = .
n—po

2. Fie functiaf:R— R, f(x)=

1+x* =

a) Scrieti o primitivi a functiei f. -J:
b) Calculati [ xf(x) dx. .
.o

o) Calculai [ () dx. =
<

=

]
17¢
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Testul 25

Subiectul |

1. Aritati ci 100%” e N,

2, Determinati punctul de maxim al functiei f: R > R, fx) = —x* + 2x + 1.

3. Ardtati ¢4 functia f: R — R, fx) =x* + 1 este injectivi.

4. Cite diagonale are un poligon convex cu 10 laturi?

5. Calculati distanta de la punctul 4(1, 1) la dreapta determinati de punctele B(2, 3) s
C(-L5).

6. Calculati raza cercului circumscris unui triunghi ABC cu AB =5 si m(«C)=120°.

Subiectul 1l
110 : .

1. Considerdim matricele 4=|0 1 1|si B= KR 3
0% 1 -1 1 -1

a) Calculati det4.
b) Calculati rangB.

¢) Determinati matricea X € M,; (R ) astfel incit X4 = B,

2.Fie g, b € R astfel incit ridicinile 21, 23, z3 € C ale polinomului f= X + aX? + bX - |
verificid |z| | >1, lzzl 21, |23| 21.
a) Calculati z,z,z;.
b) Aratatici |z, | =|z,|=]z] =1.
¢) Demonstrati ci a + b = 0.
Subiectul Ill
1. Consideram functia f : (0,00) - R, f(x)=L=XInx
x
a) Calculati derivata functiei f;
b) Calculati liﬂ} f(x).
¢) Demonstrati ci existd un unic punct ¢ € (0, ) cu proprietatea ci ¢ - Inc = 1.
1

4-x*

2. Fie functia f: (-22)> R, f(x)=
@) Calculai [ x £(x) dx.
b) Calculati j: f(x)-arcsin% d..

¢) Aritati ci E S dv=[ 1) dx.

rl’estul 26

gubiectul |

1. Determinati z € C stiind cd z+2z =9i .

2. Aratati ci dreapta de ecuatie y = x + 1 intersecteaza parabola de ecuatie y = X _3x+2.

3. Rezolvati in R ecuatia (1++v2)" =3+2/2.

4. Consideraim multimea M = {1, 2, 3, 4, 5}. Determinati probabilitatea ca, alegind o
submultime a multimii M, aceasta sa aiba 3 elemente.

5. Consideram punctele A(1, 2), B(0, 1) si G(-1, 2). Aflati coordonatele punctului C stiind
ci G e centrul de greutate al triunghiului ABC.

. T
6.FieacR cu tga= % . Calculati tg (a+;) ;
subiectul li

11
1. Fie matricea 4= (1 0] ’
a) Calculati det(4 + ‘4), unde ‘4 este transpusa matricei 4.
b) Aratati ca 4> — A =1,
¢) Fie Be M,(Q),cu AB=BA. Aritati cd rangB=1.
2.Fief:R— R o functie periodic3 §i multimea M = {t eR | fx+)=f(x), Vxe R} .
a) Aratati cd daci 1 € M, atunci—t € M.
b) Aritati cd M e subgrup al grupului (R,+).
¢) Dati exemplu de functie periodica f pentru care M =7Z.
Subiectul 1l
1. Consideram functia f: R - R, fix) = (x — 1) arctgx.
@) Calculati lim L&)
-l x° ~1

b) Calculati derivata functiei f-
¢) Determinati asimptota la graficul functiei f cétre .

2.Fie functiaf:R—> R, f(x)= xz’i 7
@) Calculati [ x £(x)dx.
b) Calculati j:x f(x?)dx.
ok

¢) Demonstrati ci sirul a, = n > 1, este convergent.

k=1 k2 +4n2 ’
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Testul27

Subiectul |

1. O progresie geometrici de numere reale are al doilea termen egal cu 2 si al cinciley
termen egal cu 16. Calculati ratia progresiei.

2. Calculati r,q stiind cip + ¢ =6 i pg=3.
q9 P

3. Rezolvati inR ecuatia sin (x + %) =1.

4, Détermina;i numirul submulfimilor cu cel mult 3 elemente ale multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6}
ce contin cel putin un numar impar.
5. Fie ABC un triunghi echilateral de laturi 4. Calculati AB-AC .

1 . .
6.FicacR cutga= 3 Calculati sin’a.

Subiectul Il

1 23
1. Considerim matricea A={2 4 6].
369

a) Calculati rangd.
b) Aritati ci 4" = 144, oricare ar fin e N°,

¢) Aritati ci inversa matricei /3 — 4 este I, —%A .

2. Consideram polinomul f = X*+ X?+aX +be Z{X].

a) Aflati valorile intregi ale lui a stiind ci V2 este radacing a polinomului £,
b) Aflati valorile intregi ale lui a §i b pentru care fadmite ridicina dubla 1.
¢) Demonstrati cd nu existi a, b € Z astfel incit f's3 aiba o ridicini tripla.

Subiectul I

1. Consideram functiaf: (0, ©) » R, f{x) = In’ — Inx + x.
a) Calculati £'(1).
b) Rezolvati ecuatia f"(x) = 0, x € (0, ).
¢) Determinati punctele de extrem ale functiei f.

n

X

2. Pentru fiecare numir »n e N* definim I, = I:( 1y dx
x+

a) Calculati I;.
+217

n+l

b) Aritati ca I

n+2

+1, =L,oricarearﬁ ne N*,
n+l

¢) Demonstrati ca lim/, =0.

n—>®

Testul 28

subieﬁ"' I 1+i
i Determinaii partea reald a numarului complex z = =

: ¥, € R radicinile ecuatiei % — 5x + 2 =0. Calculati x; + x; — x1x5.
Fie X1, X2 L
2 Aritati ca functiaf: [0, 11 > R, fix) = x* + x, este injectiva.
> ntafi i Cio =2C5)-

Fie ABCD un pétrat de laturd /2 . Calculati lungimea vectorului AB+DA.
5'

. 1 .
i Fie x € (%,7[) cu sinx = E . Calculati tg 2x.

subiectul Il
1 Consideram numerele distincte a, b, ¢ € R si sistemul de ecuatii liniare
x+ay+az=a
x+by+bz=b .
xtoy+ciz=¢c
a) Aratati c3 determinantul sistemului este egal cu (c—a)(c— b)(b-a).
b) Aritati ¢4 sistemul este compatibil determinat.
¢) Rezolvati sistemul.
2, Consideram inelul claselor de resturi (Z 13, +, * )-
a) Rezolvati inZ , ecuatia 2x=6.
b) Rezolvati inZ 1, ecuatia x* =1.
©) Aritati ca daci x € Z \, verificd x'' =1, atunci x=1.

Subiectul I
. mx
1.Fiem eR s5i functiaf:R—> R, f(x)= T
a) Determinati asimptotele graficului functiei m.
b) Determinati m € R pentru care f ’ﬁO) =1.
¢) Determinati m € R stiind cd |fx)] <1, oricare ar fix e R.

2. Consideram funcfiile f:R—>R, f(x)=x +e* si F:R->R, F(9=[ f()dr.

a) Calculati F(1).
b) Aritati ci functia F este inversabila.
2

e—=

3
o Calculai | F~'(x) dx.
0

)
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Testul 29

Subiectul |

1. Ordonati crescitor numerele Vo4, 12100 5i V17.
2. Aritati ci4x* +3x+ 1> 0, oricarear fix e R.

3.Rezolvati inR ecuatia arctg(x+1) = % .

4, Determinati n € N, n 22, stiind ¢ n+135=C?.
5. Aritati ci unghiul vectorilor i =7 -3} §i V=27 +] este obtuz.
6. in triunghiul ABC avem 4B =5, BC = 6, CA = 7. Calculati lungimea medianei din 4.

Subiectul Il
cosx -sinx 0
1. Pentru fiecare numdr real x considerdm matricea A(x)=| sinx cosx 0].
0 0 1

a) Calculati detd(x),x e R.
b) Aratati ca A(x) - A(y) = A(x + y), oricare ar fix, y e R .
¢) Determinati inversa matricei A(% ).
2, Considerdm ecuatia cu coeficienti reali 2x* + ¥ — 13x + m = 0, avand radicinile
X1, %2, x3 € C.
a) Rezolvati ecuatia pentru m = 0.
b) Calculati x +xZ +x?.
¢) Determinati m € R stiind ¢ x;x, = 1.

Subiectul HI
1. Consideram functia £ (0, 0) >R, f(x)=In "% .
X

a) Aratati ca functia este strict monoton.
b) Determinati asimptotele graficului functiei f.
¢) Calculati li_r)n( SO+ (D) +...+ f(n)).

2. Fie functia f: (0, ) » R, f{x) = Inx.
a) Calculati f F(x)dx.
b) Calculati ["e*(f(x)+ f'(x)) dx.
o) Aratafi ca lim [ f(x) dr=~-1.

©>0

| Testul 30

subiectul |

1 Calculati modulul numarului complex z =-3 + 4i.

2 Aflati punctele de intersectie ale graficului functiei f:R—> R, Ax) = ¥ —3x+2cuaxa

Ox. .

Rezolvati ecuatia logsx = logas2x.
4. Calculati C—4 -

Aflati a € R stiind ci dreptele dy : x— 2y =0i d; : ax + y + 5= 0 sunt paralele.
:' Fie x € R astfel incét sinx + cosx = 1. Calculati sin2x.

subiectul Il
1 2 a
1. Considerim matricea 4=| -1 0 1| € My(Z).
2 31
a) Calculati det4.

b) Determinati valorile lui @ € Z pentru care rang4 = 2.
¢) Calculati 4™ pentru a =0. B
2. Considerdm polinomul /= X* +X2— X+ 1 e C[X] cu radicinile complexe x;, X, X3, Xs.
a) Calculati restul impartirii lui f la polinomul g = X,
11 1

b) Calculati L+——+ —+—.

X X, X X,
¢) Aritati c3 polinomul fnu are nicio ridécind reald.

Subiectul lli
Inx

1.Fief: (0,0) >R, f(x)={x-1"
1 ,x=1
a) Aritati c3 functia f este continud in punctul x = 1.

S&-fO)
x-1

x#1

b) Calculati lil'Ill

©) Aritati cd f'(x) <0, oricare ar fi x> 0.
1
2.Fie M multimea functiilor continue £ [0, 1] > R cu ]: SR dr=—
@) Aritati ci functia g : [0, 1] > R, g(x) = x apartine mulfimii M. o
b) Functia h : [0, 1] > R, h(x) = x* + x + a apartine lui M. Determinati a € R.
¢) Demonstrati ¢4 pentru orice functie f € M existd ¢ € [0, 1] astfel incat flc) = ¢

B MATEMATICA — M1

»

wn



8 M.ANDRONACHE  D. SERBANESCU « M. PERIANU ¢ C. CIUPALA « F. DUMITREL

-
[+
(=]

Testul 31

Subiectul |

1.Fie a=31024, b=¥4 si c =4 . Verificati daca ab = ¢*.
2. Determinati imaginea functiei f: [1,2] >R, Ax)=2x + 1.
: _(2Y (5"
3. RezolvatiinR ecuatia (—S-J _(5) =0,
4, Determinafi numérul elementelor unei multimi M stiind cd M are 32 de submulfimi cu un
numir impar de elemente.
s. Fie ABC un triunghi echilateral de laturi’ V3. Calculati lungimea vectorului 4B + AC .
6. Aritati ci sinx - sin(x + ©) <0, oricarc ar fix e R.

‘Subiectul Il

1. Fie matricea 4 =

[ -
S O
S = O

a) Calculati 4>,
b) Determinati rangul matricei 4 - 4', unde 4’ este transpusa matricei 4.
¢) Demonstrati 3 nu existd nicio matrice B € M3(C ) cu B* = 4.
2. Considerim polinomul f= (X'*-2)"°-x-2 ¢ CLx].
a) Calculati suma coeficientilor polinomului £,
b) Calculafi suma tuturor ridicinilor complexe ale lui f
¢) Demonstrati ci polinomul g = X' — X - 2 divide 1.

Subiectul Il
1. Fie functiaf:R >R, fAx)=x-¢€™
a) Calculati lim f(x).
b) Aratati ca f(x)sl, oricarearfix e R.
e

¢) Demonstrati ci £”(x) = (=1)"(x -n) - €, oricare ar fin e N * sixeR.

n

x
2x+3

2. Pentru fiecare numir n € N * notam I = _[:
a) Calculati 1,

b) Aritati ca 21, +31I, = —1—1 , oricare ar fin > 3.
n+

¢) Demonstrati ca limn/, = % .

n—w

T|32

Testu

gubiectul |
. 2
1. Calculati modulul numérului complex z= vh

2. Determinafi punctele de intersectie ale graficului functiei f:R— R, fix) = x* - 6 cu
dreapta de ecuatie y = x.

3. Rezolvati in R ecuatia log,2 = logy3.

4 Calcula;i' suma coeficientilor binomiali ai dezvoltirii (a + b)'°.

5. Calculati lungimea indltimii din 4 in triunghiul 4BC stiind ci A0, 1), B(1, 1) si
c(3,2).

6. Aritati c3 sin (x+%—)-cos (%—x)zo ,oricarearfixeR.

subiectul Il

1. Fie matricea 4= (g 2} si multimea M= {[; i) | X,y € R} .

a) Aritati cd AX = X4, oricarear fi X e M.

b) Aritati ci A2 — 124 + 36 I, = 0,.

¢) Determinati matricele B € M, (R) cu proprietatea ci B*+B=4A.
2. Considerdim multimea M = {cos gr+isingr I qge Q} .

a) Aritati ci daci x,ye M ,atunci xye M .

b) Demonstrati ¢ M formeaz3 grup cu inmultirea numerelor complexe.

¢) Aritati ca functia f:(Q,+) - (M,"), f(g)=cosqr +isingzx este morfism de grupuri.

Subiectul Il
— 9 .
1. Consideram girul (x,),» definit prin x, = 7 $i x,,, =x>—8x,+20,n2>1.

a) Aratati cd x, >4, oricarcarfin2 1.
b) Aritati cd x,,, —x, <0, oricarearfin > 1.
¢) Demonstrati ci sirul (x,),,, converge la 4.

2. i ia f: R = :
Consideram functia f:R - R, f(x) T
@) Aritati c3 orice primitiva a functiei feste injectivi.

b) Calculati I:lz f(x)cosx dx.
o) Caleulati [ f(x) dx.

{2
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Testul 33

Subiectul |

2 3
1. Calculati partea fractionard a numérului x = ok E e
2, Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia +x>12.

3. Artati ca functia £: [1, 2] = [3, 4], fIx) =5 —x este inversabila.

9
.. 1 . .
4. Determinati termenul dezvoltarii (J)—c +—) ce nu il contine pe x.
x

5. Punctele 4, B, C, D verificd 3 AB=2AC+4D. Aratati ¢d B, Csi D sunt coliniare.

1 ..
6. Stiindcd a e (%, 72‘) i cosa= ~3 calculati sin 2q.

Subiectul Il
x-2y+z=0

1. Consideram sistemul de ecuatii liniare {ax+ y—-2z=1,cua b cR.
~x4+3y+z=5H

a) Calculati determinantul sistemului.
b) Determinati a si b pentru care (1, 0, -1) este solutie a sistemului.
¢) Determinati a si b astfel inct sistemul si fie incompatibil.

1+2
2. Fie M={[+ S )]ae(—l,oo)}.
—2a 1-a

a) Aritati cidaci X, Y € M, atunci XY € M.

b) Demonstrati ca M formeazi grup in raport cu inmultirea matricelor.
2a-1 a-1

-2a+2 2-a

grupul multiplicativ al numerelor reale nenule la grupul (M, -).

©) Ardtati ci functia f': (0, ©) - M, f(a) =[ ) este izomorfism de la

Subiectul Il

2
1. Considerdm functia f: (—1,0) > R, f(x)== =t
x+

a) Calculati derivata functiei f;
b) Determinati asimptotele graficului functiei 1. .
¢) Determinati punctele graficului functiei fin care tangenta la grafic este paraleld cu

B M.ANDRONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU ¢ C. CIUPALA « F. DUMITREL

dreapta y = 2x.
2.Fie 4= f/z : sin x dr & B=f/2 : OS% . ax
sin x +cosx sin x +cosx
a) Calculati 4 + B.
b) Aritatici 4 = B.
¢) Calculati 4.

[+ d
®

v

Testul 34

subiectul I

1.Fiea, b € R astfel incat 2°=3 si 3°=4. Calculati ab.

2.0 functie f de grad 1 are £0) = 2 5i 14) = 4. Calculati A1).
. T

3. Rezolvati iInR ecuatia tg (x +Z) =1.

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd o pereche (a, b) din multimea
{1,2,3}X{1,2,3},sﬁavema+b=5_ ‘ |
5. Determinati ecuatia dreptei ce trece prin origine si este perpendiculard pe dreapta de

ecuatiex + 3y +5=0. _ . .
6. Calculati masura unghiului 4 al triunghiului 4BC stiind cd 4B = 5, 4C = 8 si

BC=1.

subiectul Il

ca o 7 11 i 7 4 (O 21
1. Considerim matricele 4= 0 1851 _s siC= T
a) Calculati C™'.
b) Aritati ca AC = CB.
¢) Demonstratici B" =C™'-4"-C, oricare ar fi n e N*.
2.Fie polinomul P=X"*+3X>+4X*+aX +b e R[X], avind radicinile x,,x,,x;,x, €C.
a) Determinati @, b € R stiind ca polinomul f = X*+3X +3 divide P.
2
b) Calculati (x; — x2)2 + (1 — x3) + (%) — xa)* + (2 — x3)2 + (g —xg)* + (x§ F X4)".
¢) Demonstrati ci oricare ar fi a, b € R, polinomul P nu are toate ridacinile reale.

Subiectul 1

1. Consideram functiaf: R—>R, fix)=¢" +x+ 1.
a) Aritati c3 functia f este strict crescitoare.
b) Aritati ci functia feste surjectiva.
¢) Calculati (') (2).
2. Consideram functia f: [0, 1] > R, f(x)=v1-x* .
1

a) Calculati me dx

b) Calculati ﬂx V1-x* dx.

¢) Calculati aria subgraficului functiei f-

m MATEMMATICR o BAZ
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Testul 35

Subiectul |

1. Considerim progresia aritmetic3 a, = 1 + 7n, n 2 1. Calculati suma primilor 10 termen;.
2. Aratati ca graficele functiilor f:R - R, fix) = Psig:RoR, gx) =-2¢* + 4x -7 il
au puncte comune.

3. Rezolvati inR ecuatia cos (x - %) =cos (2 X+ %) .

4. Determinati n € N stiind ¢ n* —4n=C..
5. Fie O punctul de intersectic al diagonalelor paralelogramului ABCD. Calculai

OA+0B+0C+0D. .
6. Calculati raza cercului inscris in triunghiul ABC in care AB=AC =4 §i BC=6.

Subiectul Il
1.Sedaudrepteled; : x+y~2=0,d,:2x~y—-1=0sid;: 3x+my—-1=0,cumeR.
1 1 =2
a) Calculati determinantul A= 2 -1 -1}.
-3 m -1
b) Determinati m € R stiind ca dreptele d,, d,, d; sunt concurente,
x+y-2z=0

¢) Rezolvati sistemul {2x—y-z=0

stiind c# dreptele 4y, d,, d5 nu sunt concurente.
3x+my-z=0
a+bJ2 b J

’b .
0 a-b2 : GQ}

a) Aritatici X+ Y € M, oricarear fiX, Y eM.
b) Aritati cd XY € M, oricarear fiX, Y e M.
¢) Demonstrati M formeazi inel cu adunarea gi inmulfirea matricelor.

2. Fie multimea M = {[

Subiectul Il

1. Pentru fiecare a e (0,%0)\{1} considerim functia f,:RoR, f(x)=a"-x-1.
a) Calculati £/(0).
b) Determinati valorile lui a pentru care graficul functiei are asimptot la +oo.
¢) Determinati valorile lui a stiind ¢i f;(x) > 0, oricare ar fix e R.
2.Fie I, = [(sin" 2 dx,n2 1.
2

a) Calculati /,.
b) Aratatical,., <1, Vn21.
¢) Demonstrati ¢4 sirul (/,),» este convergent.
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Testu

subiectul I

conth deram multimile 4 = {1,2,3,4,5, 6}siB={ne N | n divide 12}. Determinati
10

1 elementelor multimii 4 — B. ' . N
IIl)u;Ieﬁinaﬁ coordonatele punctului situat la intersectia graficului functiei f:R > R,

£ =|x-2|-4, cuprima bisectoare a sistemului de coordonate xOy.

3 Rezolvati inR ecuatia 37" +9" =36. 7
4. Determinaﬁ valorile lui n pentru care Cch=C, +C,.

. Determinati distanta dintre dreptele paraleled;:y=xsidyiy=x+ 1. . .
‘ in triunghiul 4BC avem AB =2, AC =3 si A = 120°. Calculati raza cercului circumscris
6 iunghiului.
subiectul Il

1 —\/5).

1. Consideram matricea A= { A

a) Calculati A. .
b) Determinati inversa matricel A
¢) Rezolvati ecuatia X* = 4 in multimea M,(R).

3 ini C.
2. Consideram polinomul f=X 3_6X2+3X +meC[X],avand radacinile x;, X, X3 €

a) Calculati x,x, +X,%; +X;% . ‘ ) o
b) Determinati m € C stiind ca radacinile polinomului sunt in progresie antn.letlca.
¢) Determinati m € C stiind c3 radicinile polinomului sunt in progresie geometrica.

Subiectul 11l

1. Considerim functia f : (0,0) = R, f(x)=x+Inx.
a) Aratati ca functia f este strict crescatoare.

1 Kt A —_
b) Demonstrati cd existd ¢ € (—e-, l) , astfel incat fic) = 0.

SO+ @)+t S)
nZ

¢) Calculati ,1.13.10
1
2. Consideram functia f: (0, ©) >R, f(x) = ;_(x_2+—15 .

@) Calculai [ f(x)dx.
b) Calculati f xf (x*)dx.

¢) Calculati lim [roa.




Testul37

Subiectul |

1.Fie z=—;—+?ieC.Aréta;icﬁ 22 +ZeR.

2. Determinati valorile reale ale numirului m stiind ¢ x* +x+m >0, oricarear i x ¢ R .

3. Aritati ci functia f:R — [1,00), f(x) =1+x* este surjectiva.
4. Determinati numirul termenilor rationali ai dezvoltarii (1+ 3 yee,
5. Simetricul punctului 4(1, 2) fati de B(4, a) este C(b, 4). Calculati g + 5.

1 . V4
6.FiexeR cutgx=7§-.Calculat1 tg(x+€ i’

Subiectul Il

1. Fie 4 matricea pitratica de ordin 3 cu toate elementele egale cu 1.
a) Calculati det(4 — 3L).
b) Aflati n e N stiind ca det(4” + I5) = 82.
¢) Determinati inversa matricei I5 + 4.

a-4b  5b
. Considerim mulfimea G = 2490 =1, a,beR}.
2. Consideram mulfimea {( _sh a+4bJ| a a,be
0 1
a) Verificati daci matricea : 8 | apartine lui G.
5

b) Aratati cidaci X, Y e G, atunci XY € G.
¢) Demonstrati ci G formeaza grup in raport cu inmultirea matricelor.

Subiectul Ill

1. Considerdm functia f: R — R, f(x)=x+vx’+1.
a) Aratati ci functia f este strict crescitoare.
b) Aritati ca (* + 1) f ") Ax) =f"(x), oricare ar fix c R .
¢) Determinati asimptota graficului functiei f catre +oo.

1

» 38

Testu |

Lo i | i Iti A U B are 10 elemente,
Al ultimile A si B au fiecare cite 7 elemente, iar mulfimea 4 U
.M terminati numarul elementelor multimii 4 N B. .

}?:nctul V(-1, 1) este varful parabolei y = x* + ax + b. Calculati 2a + b.
2. . F 2.2 1

lvati ecuatia lg"x" = 1.

3.Ref:rmina;i numirul functiilor strict monotone f: {1,2,3,4} — {1,2,3, 4,. 5}:
4.316- ptele dy 1y =x dy:y=2x+1sids:x+ay+1=0sunt concurente. Determinati a.
5.Dr¢ ’ 7

Fio 48€ U} triunghi in care 4 = 30°, B = 75° §i AB = 4. Calculati raza cercului
6. reumscris triunghiului

jectul Il
Subie | - 12
1. Consideram matricele 4 = 1B si B= 0 1)

31 .
a) Aridtati cd matricea X = (1 J verifica X4 = BX.

i 1 2n . N*
b) Demonstrati cd B” = o 1) oricarearfin e N "

¢) Calculati 4'®. N
2. Fie polinomul f =2X° -3X? - X +5 e C[X], avand radicinile complexe xy, X2, X3.
a) Determinati citul si restul impartirii lui f la polinomul g =2X-1.
b) Calculati (1 - x)(1 —x3)(1 —x3).
1 1

.1
¢) Calculati + +
l-x, 1-x, 1-x

Subiectul Ill

1.Considerdm functia f:R > R, f(x)=x+sinx.
a) Aratati ¢ functia feste strict crescitoare.
b) Aritati ca functia f este surjectiva.
¢) Demonstrati ¢ graficul functiei nu admite asimptote.

B M.ANDRONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU « C. CIUPALA o F. DUMITREL

Z.Fief:[O,oo)-—)R,f(x)=T2_ . sinnx’ 20
roe 2, Pentry fiecare n € N* consideram functia f, :[0, —] - R, f,(x)=q sinx T -
a) Calculati E f(@)dx. 2 . =0 En
. <
b) Calculati JTM dx. Notim [, = Lm £, (x) dx , pentru orice ne N*. g
x <
- + a) Calculati I,. =
©) Calculati hmn’f lf(x)dx. ) Caleulaii f 2 . (n+Dhm . * =
> b) Aratatica I, —1 =—-—sin ,oricare ar fi ne N*. g
n+2 n n +1
¢) Calculati L;3. "
193
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Testul 39

Subiectul |

1. Dati exemplu de numdr real x astfel incat V2 +x sifie numar rational nenul.

2. Pentru ce valori reale ale lui m functia f: R — R. fix) = 2x* + mx + 3 este crescitoar
intervalul [2, )?

) : . T
3. Determinati valorile reale ale lui x pentru care arcsinx < e

4. Determinati n € N * astfel incat 7 - n! < 1000.

5. Fie punctele A(1, 2), B(3, 1) si C(-1, 4). Calculati lungimea medianei din 4 in triunghiy)

ABC.
6. Demonstrati ci sin 4 < 0.
Subiectul Il
1 01
1. Fie matricea A={0 1 0.
1 01

a) Calculati rangul matricei 4.
b) Determinati , v € R pentru care A4° =ud® +vA4.
¢) Determinati o matrice nenuli X e M, (R) astfel incat 4X = O;.

2. Considerdm polinomul f = X>-6X? +9X +m e Q[.X].
a) Determinati m € Q stiind cd X - 1 divide f;

.....

¢) Aflati valorile lui m e Q pentru care polinomul fare o radicind dubla.

Subiectut 1l
1. Consideram functiaf:R— R, f(x)=3(x-1)*(x+1).
a) Aratati ci functia fnu este derivabili in x e {-1,1}.
b) Calculati f'(x), xe R\{-1,1}.
¢) Determinati punctele de extrem ale functiei f.
2. Pentru p,geN, P>q922,notdim I(p,q) = J:x”'l(l—x)"‘l dx.
a) Calculati 1(3, 3).
b) Demonstrati ca I(p, ¢) = I(g, p), oricare ar fip, g > 2.
¢) Aridtaticd p-I(p,q) = (g-1-I(p+1,9-1), oricarear fip, q € N,p22,¢923.

epe

kil

Testul 40

gubiectull

inati ii 0,1)=.
rminati @ € R stiind ¢d (@, a + 1) N (0, ) .
1JI;‘::Zrminati functiaf: R —» R de gradul 2 stiind cd £0) =0, A1) = 1 5i 2) =8.
:' Rezolvati inR ecuatia sin 2x =2 cos’x.

1 6
. . 3
4. Determinati coeficientul lui x* din dezvoltarea (x +;) .

5. Consideram punctele A(1, 0), B(3, 2), C((-1, 3). Calculati cosinusul unghiului BAC .

6. Determinati semnul numarului cos2 - cos4.
subiectul ll

1.Considerim matricea 4=

o O
— O
S = O

a) Calculati A . ]
b) Aratati ca A" - A™? = 4* - I, , pentru orice numdr natural n>2.

¢) Calculati 4'®.
2.Fie M = {(: 3b) | a,be Q} cM,(Q).
a

a) Aritatici X— Y e M, oricarear fiX, Y € M.
b) Aritati cd X - Y € M, oricare ar fi X, Ye M

¢) Demonstrati ci M formeaza corp impreund cu adunarea si inmultirea matricelor.

Subiectul lll
1.Fie functia f: R > R, fix) =x* — 1267 +1.
a) Calculati ,l,i_r,?n(‘, f(x)-x").

b) Determinati punctele de extrem ale functiei f ‘
¢) Determinati punctele de inflexiune ale functiei f.

2. Consideram functia f: [0, 1] >R, f(x)=vVx*+1.
@) Calculati [ £(x)-f'(x) dx.

b) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei fin jurul axei Ox.
¢) Calculati aria subgraficului functiei f.
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SOIutii M1 06{4’5}'21"’) V4+2‘/5=1+‘/§e‘4’ {‘/5}=\/§—16A.b) Fie x=a+b\/§,y=c+d\/§e,4_

Partea 1. ALGEBRA/GEOMETRIE (clasele IX-X)

Tema 1.1 Multimi de numere. Multimi si elemente de logici matematicy
1. a) Propozitia este falsd, contraexemplu x =2,5 si y=2,5. b) Propozitia este falsi, contracxemply

x=l. ¢ Propozitia este falsi, contraexemplu pentru x=1000 x?+y? %2012 VyeR
3 .

2. Propozitia este falsd, contraexemplu x =1+V2 §i y=1-v2 sunt irationale, iar suma lor este

egaldi c 2. 3. 4 [mJ+(2+ﬁ)-{—J§}=44+(2+J§)(_J'2'+2):42'

1 1 o _ 1 1hl LT _ g
¥ [ﬁ+§+'"+2012-2013J [I 272737 0m 2013] S [“2009]+3{ §}=
=44+3(-_3—1—(—1))=46.d)[\ﬁ]+[ﬁ]+...+[MJ=3.1+5.2+7.3+_"+19.9+10=625‘

1 1 3
[( 3+\/— ] 10+[ ]_19.4.a) xe[k,k+5),ke{0;l;2}: Az[o’i)u[l’i)u{z}-

1 214

b){}‘E:’B {755}

1

6. x>1<:> e [—J a) {{x}+y}={x—[x]+y}={x+y}={x+{y}}.

2. _ -
=nen<n’+n<(n+1)°, inegalitati care sunt evidente.

X

b) {{x+y}+z} {x+y+z)={x+{y+z}}. 8. a) Fie kelZ. Pentru

xe l:k,k + %) =[x]=k [x + %J =k si [2x]=2k, deci egalitatea este evidenti. Pentru

xe[k+ k+1):>[x] k, [x+2] k+1 i [2x]=2k+1, deci egalitatea este evidenta. b) Daci
x=-a avem [-a+b]=0=b2a. Pentru x=-b, avem [a-b]=0=b<a. In final a=b.
9. Pentru x#0 inecuatia (m2 —1)x+2$0 are cel putin o solutie, deci x=0.
10. {xe]Rl(x+2)(Jc2 —4)20} ={-2}U[2,+0), deci elementul ciutat este egal cu -2.
1. 4 =[l,?j| , deci B={0,1,2} cu maximul egal cu 2. 12. AnN={1,2}. 13.
4=(-22)=> AnBAZ={-1}.14. cad(4)=26, card(B)=17, card(ANB)=9 si card(AUB)=

card(A)+card(B)—card(ANB)=34. 15. % =0,(142857) = card(A4)=6.16. 111 =0,(36) deci suma

cerutd este egali cu 10, 17. %:0,(769230):m1 +a oty =335 (T+6+9+2+3+0)+7+6=9058.

18. Numerele 1 §i 2 sunt printre radacinile ecuatiei x> +mx+4=0, deci me {-5,-4} . 19. Solutia 1.

Inlocuind solutiile 1 §i 2 in ecuaia x*+mx+n=0, obfinem sistemul
m+n+l1=0 . . oo s
2m+n+4=03(m,n)=(—3,2). Solutla 2. n=xl.x2=2 si _m=xl+x2=3'20_ Observim ca

solutiile intregj ale ecuaiei se glisesc printre divizorii lui 4, deci solutiile posibile sunt 1,2 sau 4, adic3

xy=ac+3bd + V3 (ad+bc)e 4. ¢ Prin inductie se arata usor cd, dacd xeA, atunci

x" e 4, VvneN'. Fie acum x=3-1, [x]=0=> {x,xz,...,xm'z}

c 4, deci 4 are cel putin 2012
2
clemente. 22.  Presupunem ci existd a,be€Z astfel incat VB=a+b2 > (\/5 -b\2 ) =a=

a2=3+2b2-2bJ€ =b=0 si a=\3eZ, contradictie. 23. x2+2xy+2y2=(x+y)2+y2=0:>
yBY 132 T

:>(x,y)=(0,0)- 24, x?43xy+4y° —[x+ ) 4 20, Vx,yeR. 25.x°+y* + 22 4+ 4x+

+6y—22+14=(x+2)2+(y+3)2+(z—1)2=O Sx=-2,y=-3z=1=>x+y+z=-4.

1 2 2 n
26. a) .x2+y2+zz—(xy+xz+yz)=5|:(x—y)2+(x-z) +(y-2) :|=0:>.x=y=z, b in a)
luim x=a,y=b §i z=2,deci a=b=2.27. a) Se aplici inegalitatea mediilor pentru numerele

2 si —11 b) inmul;im intre ele inegalititile a+b 2> 2\/23, b+c> 2\/55 si at+c> 2Jac si obfinem
b a

J_l

2 a
inegalitatea ceruti. 28. a) < oSx2Hx-1e (\/ —1) 20. b) Impirtim inegalitatea

N

cu xy §i obtinem inegalitatea x-1 +—“‘y_ <1, care este adevaratd din a). 29. Cum Va ,¥5>0,
x y

avem trei cazuri: \/;=0, 3/1;=23a=0,b=16 sau «/Z:l, Q‘/I_)=1:>a=1,b=1 sau
Va=2,4b=0=a=4,b=0. Deci 4={(0,16),(1,1),(4,0)}.30. De exemplu a=1 si b=1.31.
De exemplu a=\2 si b=—/2.32. De exemplu (0,1,9).33. a) n2<v2<3.

1 1 1
B Y6<V2<B.¢) —<f5<———==VB+V2.d) —<log;2<In2<1<+3,
) \/_ \/_ c 2 \/5—\/5 2 3
Tema 1.2 Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)
La,-a= S 12 >0, deci sirul (a,),,, este crescitor.

n+4 n+3—(n+4)(n+3)
24, ~a,=(n+ 1)2 -(n+1) —n*+n=2n>0, deci sirul (an),» este crescator.
1 1 1
3. B e L1l oo Mo o 56,
D =% = i3 22 ntl wi2 U 2m  2nel 2n42 el
1

1
te crescitor. b) x,,,—x, = -
a8 ) Fon \/n+2+\/m \/—r:l-_]+\/;

‘ 1 - 3
este  descrescitor. ¢ X, —X, =(”_+—i)—(;—+—ﬁ>0, deci sirul (x,), este crescator

deci sirul (x,) <0, deci sirul (x,),,,

.

ho =§k(k+1;<k+2) %@k(klﬂ)‘g(kn)l(m)]: %(“——(“z)l(—‘“a)}("%)’ &

2o+l {11 1 -1 <o)
unde margini irului. ) x, = =)= =1 €(0)). 0 x,= e(0.1)-
arginirea sirului. b) k§1k2(k+l gkz (k+l)2] (n+l)2 n+l

S—_
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=
5.a) Fie r ratia progresiei. Ay —as=18r=36=r=2.a,=a+5r=T=ay=-3. a;=a,+13r =23
b a,=2015=-3+2n=n=1009, deci 2015=aype- © T=atasta+. . +ay,, =
:%(az+am[2):671-2011:1349381, 6. Fic r ratia progresici. a,—a,=4=2r=>r=2

20 2
a+atag+a,=30=4q +1lr=a=2 Sy =7(a, +ay)=420. 7. 2(x-1) :x+(_\'+2):>xI =0, =3,

8. 2(l-x)=(x+1)+4=>x=-1 9. 2(2‘“*2+1)=2"*‘+2“*‘+1, si notind 2“=1>0 obtiney,

100 -1

t 8 . s
ecuatia 2(i+]j=5+21+1::>tl=—g.12:2. deci a=1. 10. @) In sumi sunt +1=34
t

20102

34 - < -
termeni, deci I+4+7+...+100=—2—(l+100):1717 . b) In sumi sunt %H:S% termen;.

503 .
deci  2+6+10+..+2010= ==(142010)=503-1006=506018. ¢ in  suma  sun

2_"+—3_—1+1 =n+2 termeni, deci 1+3+5+...+(2n+3):(n+2)2 . d) In suma sunt » termeni, dec;

1+5+9+...+(4n—3)=§(4n—2):2n2—n. 1. Suma cerutd este egala cu

1+3+5+..+(2n-1)=n.

obtinem deci un sir in progresie aritmeticad. 13. q) Forma generala a termenilor din suma este

12. g, =(qy+ay+..+a,,)~(a+ay+..+a,)=2n+2=a, =2

4n-3,n21. Fie x=4n-3=145+9+..+(4n-3) =§(1+4n—3) =27 -n=231=n=11=x=41. b Fic

x=2n-1,n21. 14+3+5+..+(2n-1)=n"=225=>n=15=x=29. ¢ Y+(x+D++(x+y)=
x+1

T

P

(3x)=45=>x(x+1)=30=>x=5. d) Fie x=3n-ln>1l. 24548+, +(3n-1)=

n
= ;(3:1 +1)=57=n=6=x=17. 14. Ratia progresici aritmetice este egala cu 3, primul termen

P4

este 1, deci a,,=28. 15. g, +q,=a,+a,=10. 16. g ay+ay+ag+ay, =8=2(a +a )=

21
=a+a, =4 a+a,+..+ay :7("1 +ay,)=42. b) a:+a4+...+am:%(a:+a20):5(a, +ay ) =20.

17.0) a,+a,+a, ;+a,=2(a +a,)=300=q +a, =150. S, =%(al +a,)=2=150=600= n =8

b)S3":9S”: 37'1(201+(3n—1)r):92—n(201+(n—1)r) =r=2aq a,=a,+3r="7a =21

=a =3 18.5=9%¢

2
si b2=ac:>ac=(£¥J :>(a+c)2:4ac::>(a—c)2:0:a:c:b.

19. a-17=17-2=15=4=32 si 2b=a"=b=512. 20. Fic ¢ ratia progresiei geometricc.

a+b+c:a(l+q+q2):a[l+q(q+l)] si cum I+ ¢(g+1) este numar par, rezulta ca a este numar

”

par, de unde concluzia. 21. (x~1)" = x + 5= x, = -1, x, =4, deci x=4. 22.Cum aeR =x,x, =0

2
X =3 S, =3 S x+x, =4 =4=x =1=a=3. 23.Avem N =xy =y =l=ag=-3

24. Sirul este o progresie geometrici cu ratia 2, deci 4=a,=4a,2’ = q, =%. 25. Fie ¢ ratia

5(1+—},—]e(0.1):>[b]=0- In final [a]+[b]=1.29. Daca x=1, egalitatea din enunt este
e .

echivalentd cu 12 =1=11-13 evident adevidratdi. Dacd x=#1. egalitatea este echivalenta cu
2 1 3 ) 2
(1—-)32] _ljlzl_’\J II‘XJ N (l—x‘z) —x”(l—x)2 :(1-.9‘)(1—1”), egalitate care se verifica imediat.
1-x l-x I-x

b (1+ >
b3+b4:M g =4=g=2.31. a) Fie ¢ ratia
bl+bw b1(1+q)

i

30. Fie ¢ ratia progresiei geometrice,

progresiei.
brbo:bo(q“—1)=b0(1+q2)(q2-1):3(1+q3):15:>q2:4:>q 2=by=1b=4. b) Suma
9

1—
are 9 termeni, deci S; =5 7 _sn. 32.
-4

a,-a =reZ. Dacd presupunem c@
1 5

. . b,
r<0, JkeN": a,,, =a, +kr <0 contradictie. Deci r20. 33. Ratia progresiei este ¢ = -h~ eQ.
1

scrierea ca fractie ireductibila. a>1 i

Presupunem c¢i ¢eQ\Z. Fie q:%

p+l bp‘l o .
b=a’-a, (a,a)=1,peN. Avem b,,, =bg"' =a’a —T=a ¢ N | contradictie. 34. Fie ¢
a
. \ b, 3 . {42 9 =
Tafia progresiei, deci b—5=q' =4=bh == =5=b =bq*=96.35. f(2)+/(2 )+'“+~/(2 )=
g g =

1_(¢3)11
1-(-3)

2°-1

=24224 . 42°49=2 wi=

+9=1031. 36. 5 =3(1-3+3"-3"+..+3")+11=3

3 1 H 1 Y1 At
=z(1+3“)+11. Termenii din suma S, sunt in progresie aritmeticd cu ratia

5, =%(f(0)+f(11))=210‘37. @) 8 =(=5)+(-S)+..+(=5)+ f(50) =125+ 250 -1 =124.

25--ori

. 51 5 y
b) Termenii sumei sunt in progresie aritmetica, deci S, = 7(}"(0) + £(50)) =51-124=6324.

oS, = (1_2+23-2~‘+...—2°)=§(1—2'°)‘

]

-t
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1. ,{%):{%}41}:%;&/(0):0. 2, f(x+%]={3(x+§)}={3x+l}={3x}=f(x)_

3. @ f(x+2)= {%3} +{x+2}= {%} +{x}=f(x)=>2 este pericada pentru functia s

b) g(x+6)={x—;—6-}+{%6—}=g(x):>6 este perioada pentru g 4, 1-a’=0=g=4]
5. f(x)=4|x-2|—4|2—x| =0, deci feste constanti. 6, Pentru xe[3,8],f(x)=(8—x)+(x_3)=5_
f(x)‘f(}’)= y—-x _
(x=y)x-1)(y-1)~

<0, Vx,ye(l,+0), x#y, deci f este descrescitoare. 9, f(g(x)) = g(f(x)),

X

x €(0,4)

7. Pentru lE((),l):f(x)=0. 8.

x4+ x—y
R
(x-1)(y-1)
VxeR e 2(x+a)-1=2x-1+a<a=0. 10. f(f(f(x)))=3—8x, VxR, decif este strict
descrescatoare. 11. f(f(0))=/£(0)=0. 12. f(x)=0:>x(x2—4)=0:>x,=0,x2=1,x3=—1.
Punénd conditia g(x)=0, i=1,_3:>ae{—1,1}. 13. f(x).<.2:x(x2—4)S0:>xe(—oo,—2]u[0,2]=A;
deci max4=2.14. f(a)=a < a’ -9a=0<> ae{-3,0,3}, deci suma ceruts este egala cu 0.
15. Punem condifia ca ecuatia f(x)=y si admita solutii reale & x (y-1)-x(y+1)+y-1=0
<:>A20<:>(—y+3)(3y—1)20<:>yel},3], deci Imf=B—,3]. 16. Ecuatia |x}=y admite
solutii reale daci §i numai dacd ye[0,+w), deci Imf =[0,+®). 17. (fog)(x)=x>-1, deci
imaginea functiei fog este [-1,4+w). (gof )(x):(x—l)z, deci imaginea functiei go f este

[0,4). 18.a) 1¢Im f <> ecuatia f(x)=1 nu are nicio solutie, ceea ce este adevirat. b) f n=

0| —

si in plus f(x):xzx+ls%’ VxeR. Deci max(f)=%, punctul de maxim fiind x=1.
L) f(—l)=:21<:>—%elmf. 19. f()=-1 s in plus x‘—2x2=(x2—1)2—12-1@
f(x)2-1, vxeR. 20. a xef"({O;Z})c:f(x)e{O;Z}Qxe{il,iﬁ}=f_'({0;2}).
b f(x)e(3+0) e x? >4 xe(-0,-2)U(2+0)= T ((3,4+0)) o  f(x)e[3.8]

2’ e[4,9] s xel-3,-2]u2,3]= " ([3:8]). @ Ecuatia f(x)=m are o sigurs ridicina daci si
numai daci m= -1, i

21. Punem conditiile f(1)=0 si f(0)=-1, deci n=-1 §i m=0. 22. @) .f(—x)~_—_x3+-1-=
x

~f(x), vxeR". b) f(=x)=-x*+ 2_’:;2,‘ =-f(x), vxeR'.¢)
S(=x)=In[-x+5* +1 =m;=_ )=t
(=x) ( x+Vxt+ ) R S f(x), vxeR. d) f( x)—ln3_x

1

- f(")’ Vxe(—3,3) .23. Punem conditia

f(_x)=_f(X), vxeR C)—x(e-x +e’)+a=
[x(ex +e”‘)+a] <a=0. 24. Avem f(-x)=f(x), VxeR, deci f)=f(-)=a+b+4=
)+4e>at b=0. 25, Daci feste functie pard, atunci f(1)= f(-1), deci fnu este injectivi.

,(a+b
. =102 7(0)=02000)G,. 27, f(gl)=xe2ar+b)+i=x
26.
1 1 . . - : :
yreRe a=—2-, b—_--E. 28. Prin inductie dupd n. Pentru n=1 egalitatea devine
f(x) -2'x+2' -1  evident adevarati. Dacd  fo {_:,,Of(x) =2"x+2"-1,  atunci

fofo__,of(x)=2"f(x)+2"—1=2"(2x+1)+2"_l=2"+lx+2m —1. 29. a) Functia f este strict

n+l‘°"i

crescatoare, fiind suma a dou3 functii strict crescitoare ( f;, /, :R > R, fi(x) = X 5 f(x)=x+1),
deci este injectiva. b) £(0)=f(1)=1, deci f nu este injectiva. c) £(0)=f(-1), deci f nu este

injectiva. d) Ecuatia f(x)=2 nu are nicio solufic numar natural, deci f nu este surjectiva.
1
i = lufie unicd Vye[2,40). x+—=y e’ -px+1=0&
30, Aritim cd ecuatia f (x)=y are soluic unicd Vy €[2,+w) ~=y y

2—
e[l,+oo)<:>x=£Ty——4. 31.

2
yiyy -4 Ecuatia f(x)=y are unica solutie

_ 1 :
x =-12-(1 +log, )R, Vye(0,+0), deci f1:(0,40) o R, 7 (y) = E(l +log, y) . 32. Determi-

nim singura solutie strict pozitivi a ecuatiei f(x)=y, ye(l,+0)

B 22 4 x il y s x= RT3 V;y'g’>0, Vye(L+o), deci f:(L+0) = (0,40), £ (¥) =

=273 53 D g(3)=aes fla)=3=a=0, g(0)=b= /(5)=0=b=-1. Deci

g(3)+g(0)=-1. 34, Pentru x €[l,40) = f(x) €[5,+0) =Im f =[a,+0) =>a=5. 35. Functia f
este strict descresciitoare pe intervalul (—o,1] si strict crescitoare pe [1,400), deci a<-1. 36. Fie
f—l(4)=a=>f(a)=4=f(f(l)) si cum f este injectivd rezultd ca a=f(1)=2. 37.
fof=lyes f(f(x))=x VxeR<>a’x+ab+b=x, VxeR= a=1 si b=0 sau a=-1 si
beR. Deci perechile (1,0) si (-Lb)eRxRcubeR verificd cerinta fof=1g. 38. @)
TeH & f(x+T)=f(x), VxeR si inlocuind x cu x~T obfinem f(x-T)=/(x), VxeRe>-TeH.
Y f(x+T,+T)) = f(x+T)=f(x), VxeRo T+ T, e H.

Tema1.4 Functia de gradul |. Functia de gradul al li-lea

=2
. Fie f(x)=ax+b=f(l)=2,f(—1)=0:>{i:fb=0=>a=l=b:f(x)=x+1. 2. 9

Gmox={(-%,o)} €G, si (0,1)e G, N0y, deci g(—%)=0 si g(0)=-1=>g(x)=-2x-1.

A

m  MATEMATICA- M1

201



B M. ANDRONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU  C. CIUPALA * F. DUMITREL

202

==
_ 11 .
b G, 0y ={(01)} G, si (‘Eyo]erf‘\Ox,deci g(%)=0 si g(0)=1=>g(x)=-2x+1.

1
¢) G,NOy= {(0 l)} si (_5 OJEGI N Ox , deci g(Z) 05si g(0)=-1=g(x)=2x-1.
A(l,O)er NG, NOx si

b=0
f(1)=0,1(2)=3> {;:+b 3 e 3b=-3= f(x)=3x-3. a4,

3.Avem cum

B(0,3)e G, NOy=C(2,3)eG, . Deg;

im s =[-51]~[a4] 5
a=-5b=-1.5. Se impune conditia Im f =[1,7]. Avem dous cazuri {f(l) S { 1)=7
f(4)=1 f(@)=r

deci a=2,b=-1 sau a=-2,b=9, §-m2—2<0<:>me(—\/-2_,\/§), m-— l>0:>
2

7. a)

5
e(—0,-1)u(l,+0). b f,(1)=0=>m= i ¢) Functia f,, este descrescitoare, deci m e (-L1).

d) Functia f,, este constanti, deci m=1.8.a) [x+1|=2|x| > x+1=12x > xe {—1,1} .b) Avem
‘ 3

x+2=0

= x=-
¥ +x-2=0 F32.

conditia x>0,deci ¥ -4=43x>xe {-4,-1,1,4} N[0, 4+00) = {1,4}.¢) {
7
d) Pentru xe(—q3)=>(3-x) +(4-x) =0=>x=§ £(—q3); pentru xe[34]=(x-3) +(4-x) =1=x¢€[34), iar

pentru x€(4,400) =>(x—3)+(x

7 1 -2x-1 1
—4)=0=>x=—¢(4,40).9. @) —-2>0 > -1
) > (440).9. @) w— e— 0o xe| -l 5|

—4x-2 1 x*-16 x-4
TS0 xe| 2,—u(l4+). g Z—— =22
)0 ( 2] ) 9 Sy~ >0

= x&((—0,0)U(4,+0))\ {4} . d) (x-2)(x2—3x+2)=(x—2)2(x-1)50:>xe(—oo,1]u{2}.

x x+l

b
)x+2 xl

10.a) xe[%,l]mZ:{l} .b) xe[—l,%]nZ:{—l,O,lﬂ} -9 ¥ e(Ld)=>xe((-2-1)U(L2)nZ=0.
1. @) x-1e(-3,3)=>xe(-2,4). b) Pentru xe(—0,-1)=>1-x-1-x<4=>xe[-2,-1); pentru
xe[—x,l]:1—x+x+1s4:>xe[—1,1], far pentru xe(L+w)=>x-1+x+1<4=>xe(1,2]. In
final xe[-2,2]. ¢ x? -le(-L1)=? e(0,2):>xe(—s/§,\/i)\{0} :

12.0) x+2e[-Ll]= xe[-3,-1]nZ={-3,-2,-1}. b AB-x<2x-3>2x-3<0xe(3} .

. {|x+2|=0:> z |x+2]=1 o s
azuri: xelo, =X 1
|x?-4|=1 It -4j=0 g

lx+2|=
{l EX 0=> xe{-2}. 13. Ecuatia f (x)=0 nu are solufii in intervalul (0,+00), deci

¢) Cum xeZ rezulti ci avem 3 ¢

P=4
b(a+1)= /"
cum a>0 obfinem a=2,b=1,deci f(x)=2x+1.15. xe(4,2)NZ={3,-2,-1,0,1}.

2m~2<0=me(-x,1]. 14. Fie f(x)=ax+b:>f((f(x))) a’x+ab+b= 4x+3:{

16. Notind a = x? + 2x obtinem ecuatia a+—=2=>a 15 +2x-1=0=>x= li\/feR\Q

L

] 11 x,=2= ——2— =2=>m=-4. 18. Punem conditia ca ecuatia f(x)=y si admita solutii reale,

&leci xz+x+1-y=()=>A20=>4y—320=>ye[%,+00). 19. Functia f este descrescitoare pe
(o 7) si crescitoare pe (2,4), deci Imf=[y,,+0)=[-3,40). 20. @ Imf=f(R)=

[l,m):> mfofof=f(f([L+))=f([L+o)=[L+o). B a>x=1. 9 f(m-x)=
';f('""'x)’ VxeR ¢> dreapta x=m este axi de simetrie pentru G, <m=x,=1. 21. x, >0 si

deci —oo1 N l+ca<> l—l-)
yv>o, eCl me ,2 8; 8,2 .
f(x)zag_’._bx.'.c'Avem a—b+c=l, C=l, a+b+c=3=>a=b=C=l,deci f:R—-)]R,f(x)=,\2+x+l.
24. x,=1 siy,=2=a=-2,b=3.25.x,=2 si y,=3=>a=-4, b=7:>f(x)=x2—-4x+7=>

=m’ -1=g(-1)=

22. |y, Flefa-1Fleae{0;2). 23. Fie

L 7(3)=4. 26. xv=2:>t—21=2:>a=4 si f(1)=2=b=-1. 27. x,=-1=> f(-I)

1m>m=1J2. 28. a) A<0<:>4(m—1)2-—4m(m+l)=—12m+4<0:me(§,+oo). b)
5
f(x)=2x"-2x+3, iar Imf2=[yv,+°°)=[%+°0)- o Img=fz([—1,1])=[5,7]. d)

m-1

%= 2:—;—:2:m— -1. e me(%,ﬂo). f) Avem doud cazuri

)
me(O,l]
A20 }
N -1) 1
O tx,= L0 me 0,5 .

m>0
=
A=-12m+4<0

f(x)>0, VxeR@me(%,ﬂo) sau m>0
X%, <0 ml

1.
xx,=——20
m

\

f(g(x))=2(* ~a) +a=

a+l1#0 si

Finalizare m e (0,+). 29. A=0:>1—4m2=0:>m=%. 30. (fog)(x)=f

=2-g>0,VxeR, deci a<0. 31. Avem conditiile

A>OC>9(a—1)2 -4(a+1)(a-1)>0 <:>ae((-oq1) l: ))\{—1} 32. @) Daci a=1 ecuatia

4x+2 =0 admite solutii. Daci a#1 avem conditia A <0< 8(a+1)<0< ae(—w,-1).

b) Daci a=1 inecuatia 4x+2>0 admite solutii, deci nu convine. Daci a#1 avem conditiile

1
2:>__ﬂ=2:>a——

Ia~l<0,AS0C>8(a+1)S0<:>aE(—00,—1]-C)A=0<:>a="1-d) x, = P 3

4a+3

33, y,= %é =7= =2= =:5{. 34. Functia f este strict crescitoare pe intervalul [x,,+) s
a

fo

1 N 4
Punem conditia x, >2=>a2—;— 36.0) —+;2-_1<:>x,x2 =x+x @m+l=—(2m+3)=>m= 3
X

deci punem conditia x, <1=>a2 -—;— . 35.Functia f este strict crescitoare pe intervalul (-, x,], deci
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b) x} =x; &(x-x)(x +x)=0, avem deci doua cazuri: dacs % =%, =A=4m" +8m+5=0=>

3
:>m¢R,daci X|+X2=0:>m=—5.c) I-X1—X2I=l:>x|2+x§_2xlx2 =1:>4m2+8m+5=13m=_1_

d x+l=x,2>x5+x,=25+1="2m-3=x=-m-2= -m?-2m-1=0=>m=-1.
37. xlx,+xx) =xx,(x +x)=(2m-1)(m-1)=2m* -3m+1 cu valoarea minimi egali ¢

-A 1

; 5 38. x’x, =xx; < xx,(x —x,)=0, dacd o ridicina este nul, atunci m=-1, iar dacy
a

. 3
ridicinile sunt egale atunci A=4m* -3=0=>m= :t—\é—_ .39 xx, <0 m-1<0=> me(—w,1)

40. x-x, <0< <0 ac<0=> A=b'~dac>0=>x #x, i x,% €R. 41 Cele dous ecuafii
g . : _

au cel putin o ridicind comuna. Observiam ci ecuatiile nu pot avea doua ridicini comune (nu sunt
coeficientii proportionali). Fie a ridicina comuni. a?-a+m=0,@*-2a+m+10=0=> prin

scidere a=10=>m=-90. 42. 2a=x,+x,=-2=a=-1. 43. @) f(x)=yo>y’-x+y=

=0<:>A20<:>ye[—%,-;-} Imf.b) m>maxf———f() c nSminf:-%:f(—l).M. a)

Avem WPx,—12=1=x2+x-12, deci N 2 =% 4, ==
2 P Cax,-12 xax-12 %2 =l
X X x X 37
b ! + 2 =-L4+2 = ____ ¢ Prin inductie (completd) dupa n. S, =2
X +2x-13 X +2x-13 x, x 3 ) He (compled) dupd . S =222,
iar daci presupunem  S,€Z, Vie{0l,..,k}, atunci S, =-5,+135, ,€Z 45.
(111, 111 .
a—-(x—l+x—2]——§,b=;l--x—2=—— 46. Luim x,=1-3, s=x+x,=2 §i p=xx,=-2,
deci ecuatia va fi x?-2x-2=0 47. a=x+x,=3, iar

x.x% +xzx12 =XX, (xl +x2) =3b=6=>b=2.48. Din a doua ecuatie obtinem = =% sau = 2, deci
y

y
(L2) s (21). ecuatii
x*+4x-5=0=x=1,x,=-5. Pentru x=1=>y=+I, iar pentru x=-5=>y==+/13. Solutiile

sunt (L1),(1,-1),(~5,¥13),(-5,-V13).

obtinem  solutiile 49. Adunind cele doui obtinem

Tema 1.5 Puteri si radicali. Ecuatii irationale

L) V2=42 <5=-%5 <Ya=4" . 1) 3= <5
B+l V5443 JT+\5
) s 2 $1 2 .

l\/— \/— l\/_ ¢) Numerele sunt

cunoaste

d) Se inegalitatea mediilor

2ab .
max {a, b} >_'> Jab > 1 aib 2 min{a,b}, a,b €(0,+0) cu egalitate daci si numai dacd
a b
a=b. Luim a=v2 §i  b=+3, deci ﬁ>J_+f 46 > 276 >2.

Bz

‘ ’ 2. [{'/;]=1c>2/;1-e[1,2)<:>15n<2", inegalitate  adevarata pentru  VneN,n22.

3. a=ﬁ2+\/§)z +\@—~/§)2 =4.4. x2+%=(x+£)2-—2=14. x’+%=(x+i)3—3(x+ij=52,

f o este  strict pe (—0,2) si

a\J GV a\/; =

» radicali

s,  Functia descrescatoare intervalul cum

1.1 1
— bt

1<ﬁ<2/§<2:>f(1)>f(\/'2_)>f(%/§),6.

Alegem, de exemplu a = 2

2
7. x=+5-a +Jd+a=x? =9+25-avd+a=>V5-aJd+a =z

-9

WAL, _L

W22 = 22 TR )T e(12).
3,0
9. 1<y63/6Y6..4/6 =62"23
=2"=a=—

M
10. J—:ﬁ: =22746=2 =.
1. (\/§+1)(€/5+1)(§/§+1)(‘6 2 +1)(‘9/§—1) =(Ji+1)(3/5+1)(§/5+1)(§/5—1) -

cerina.

1 1 1 1 _
12. Hﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+...+m=(~/§—l)+(\/§—\/§)+...+(\/lTO—s/@)—9

13. \/3—\/29—-12f-\/§=,/3~,/(2\/§—3)2—\/§= 3-(245-3) -5 =(V5- 1) —V5=-1

14, 27=5—x+3+x+3J35—x-J33+x(J35—x+J’ 3+x):> P-x-P+x =%.

1 1+—l—+ +l 2,1 1—l

1
—t = iy e
2-3-4 n!<62 2 " =6

1, de unde

x+220

Ecuatia devine
x20

JV101=10,049..=>a,=4. 16. @) Conditii de -existenta: {

x+120
x*—x—2=0=>x =2, x, = -1, deci solutia finali este x=2. b) Conditii de existenta: {x _530°

Ecuatia devine x?-11x+24=0=>x=3,x,=8, deci solufia finald este x= 8. ¢ Notim
x+120

. Ecuatia
1-2x20

\/;=a20, deci a*+a-6=0=>a=2=x=4. d) Condifii de existenta: {

devine 3x* —-5x=0=>x,=0,x, = % , deci solutia finald este x=0.

17.a) Conditii de existentd x > —1. Prin ridicare la pitrat avem x=0.
x>0

1. Avem x? —2x+1=0=x =1 solutie.

xX2—
2

b) Conditii de existentd

| —
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x21

¢) Conditii de existeni {xsz' x—1+2—x+2,/(x_1)(2_x) =1=>x=1x=2.

x>~1
d) Conditii de existent {x ELT X -11x+24=0= x =3, x, =8, 1n final x=3 singura soluie,

¢) Conditii de existentd x>0. Vx~1=42=x=9 singura solutie.
Vx+4 .
Jimg @70 obtinem

a+£=]3—1=>01 =3, a =§:>x, =5 x =—55—2,solu§ia finald este x=35,

a
x+4 ,x+4
>0. Daci notim =a>0 i
x—-4 . . x—4 4 °b§1nem

a +.% = 131 =a=3a =§ =>x=5x= —55—2 ambele solutii sunt bune.
a

18. a) Conditiile de existenti sunt x+4>0, x—~4>0. Dacid notim

b) Conditiile de existentdi sunt

19. a) Condifii (x+2)(x+3)20, iar ecuatia devine x+5x—6=0=> x =1, x,=-6, ambele
solutii sunt bune.

b) Conditii x+220, x+3>0, iar ecuatia devine x*+5x-6=0= % =1, x, =-6 singura solutie
fiind x=1

20. a) Conditii x>0, x#—-1. Notim £=a §i obtinem a+l=—5—:al =2, a2=l:x=1
x+1 a 2 2

b) Notim X’ +x-1=a20 si
Va+Ja+3=3ma=1=x"4+x-2=0=x =1, x,=-2

ecuatia se scrie

c) Conditia de existentii este x>0 . Notim

a=3> x=(3+\/§

ud —a>0:>a+l—m:>a—3 a . Pentru
+Vx a 3 '3

2
. 1
,larpentru g=—=>x=1.
> J pentru g Pt
21.2) x=7.
b) Yx— =aad’+a=0=>a=0=>x=].
c)Ecua;iasescrie1—x=(x+l)3:x3+3x2+4x=O:x=0.
d) Ecuatia se scrie x+1=(l—2x)3:8x3—12x2+7x=0:>x=0.
- en 2
22, a) Conditiile sunt x21, x+826vx~1. Ecuatia se scrie (\/x—l—3) =l=>x =17, x,=5.
b) Notim

Vicl=r20= J(z-s)’h/ 2t—1)2=3:>|t—3|+|2t—1|=3:> 4 =1, tz=§=>xl=2, x2=1§q.
2\/x_——l—3, x €(5,+)

23. a) f(x)=|Jx_-1-1|+|J}TI—2|= 1, xe[2,9]
3-2Jx-1, xe[1,2)

Deci f(x)=1exe[2,9].

b) Im £ =1, +00) = m €1, +<0).

24, 3) f(x):ls/x_—1+ll+l\/x_—l+2l=2\/x_—l+3.

peci f(x)=3¢x=1. o .
) Im =03 +00) si cum feste strict crescitoare rezulti ci ecuatia f(x)=m admite o singura solutie
b £

reals, pentru orice m €[3,+).
5. a) Functia f:[0,40) > R, f(x)= Jx +Yx este strict crescatoare, deci ecuatia f (x)=2 are
25.

iaunicd x=1.
;olll:ig se rezolvi si celelalte ecuatii: b) x=3,¢) x=1,d) x=1,¢) x=8.

26 Fcuatia se scrie ( x—l—1)2+(,/y 2—2)2 =0=>x=2, y=2 cusolutia (2,2).

27. a) Conditii x+220,x20.
et evine 5= -2> 02> & (1) (2,4)) 0.4 =(2)

b) Condiii x+ 220. . ' ' ,
Pentru x<0 inecuatia este satisficuti. Pentru x>0 inecuatia devine x*-x-2<0=>x¢e [0, 2] i

Finalizare x €[-2,2].
¢) Inecuatia se scrie 2 -x*21=>xe[-11].

Functia exponentiala si functia logaritmica.

Tema1.6 Ecuatii i inecuatii exponentiale si logaritmice
2 9

1.a=16,b=3.2. a=0,b=2,c=27 .3.a)7;b) 2;¢) E;d)O;e) 50 T

4,q) 4<5<8=>2<log,5<3;bh) 8<9=>3<log,9; 125<128 => 3 =log;125 <logs128 =Tlogs 2.

2
log,18 log,2+log,9  a+2 - b) log, 20 = | log..45=9F2.
= = = ; gs20= ;€) log;s45=——;

5.4 log;, 18 log,12 log;4+log;3 2a+1 i 1-2a a+l

d) log 60=10g260= log, 3+ log, 4+log, 5 =a+2+ab,deoarece log,5=1log,3-log;5=ab .
*™"7 log,6 log, 2 +log,3 l+a

Inx
+n n(n+l) . - 1 1 . 1 -In =n o

68 A=log, 510 == hog, x3:8) B_(1.2+2.3+ anaD)) o n+l

1 n .
c) C:lg l.z.i..".gﬁ.ﬂ)zlg_l_z—3; d) D:L.___.log§2=0,
234 999 1000 1000

€ E =log,;,2+log,y3 +...+logy, 10=1log,,, 10! =1.
7.Daca peN, atunci [Igk]=p < p<lgk<p+1<10* < p<10°*' —1. Suma din enunf este egald

2007

cu 2008+9- )" p-10” =199(2007~102°°8 -2008-10%%7 +l)+2008.

P=0

b
8.0) 1g(“T+b)=lg_";_lg_b©ab=(”;

9 18[a+3b)= teatlel @(a”bjz =ab <> a* +6ab+9b* =12ab & (a—3b)' =0 &> a=3b.
23 2 23

9. Se impun conditiile de existenti; obfinem: @) (2,%0); ) (1,); ¢) (-L1); ) (-2,2)\ { 1}; o 5

©) (~0,3) U (4,0) ; AR\ {-1,0,1}. 10. @) Avem f(x)=x(1+log,2), deci f este functie de gradu

Strict crescatoare, deci injectiva; b) Analog, f(x) = x(1-log; 2), este functie strict descrescatoare. ]

12, Se inmulteste relagia log, x+log, x =2log, x cu log,a si se foloseste a doua formula de la

2
) < al+b2 =7ab; b), c) —se procedeazi analog;

| g
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probabilitatea ceruti este 15—(3) =2—25 . 27. Trei dintre numerele f(0), 7 (1), £(2),f(3) sunt egale cu 0, F_._, .

: 4
iar al patrulea cu 1. Sunt 4 cazuri favorabile, deci probabilitatea este O o 28. Sunt doar doyy
functii nesurjective — cele constante; deci sunt 2° —2 =30 de funcfii surjective; p = %g_ .

29. @) 9°; b) 4x4x9=16-729; ¢) 4 =6!=720.30. @) C3=56; b) C=45n=10; )
C}=35n=7;d) C}-C3=100.31. ) 4, =28;b) 4 =120;¢c) 5°=625.32.0) 64; ) 9; ¢) 16;

4
23;) _=1’)

6
1 3% 2.C2=20.33. @)—; b
d) 125; ¢ 32, ) 2-C; Y50 ¥ 500 %’ C,’o 120

'ﬁ30’g)
3
2517 gl 95 2

26._l=_6§. . 10 .36

Tema 1.9 Vectori in plan. Geometrie vectoriald. Geometrie analitica

1. In triunghiul ABP dreptele BC, PM sunt mediane si N este centrul de greutate al triunghiului,
deci M, N ,P sunt coliniare. 2. Fie O centrul paralelogramului. in triunghiul 4BD dreptele 4O si DE

sunt mediane, iar F se afld pe mediana din D la % de punctul £, adica este centrul de greutate al

1
MBD. Deci Fedo=4ac. 3. M Lo Fi-_! Pi+—2 PN=a=2 si bk .
AN 2 1+1 1+1 3 3
2 2

a. &:@Jz:_%za_mm:_% il —112

5. AC+BD =(E+55)+(B_C'-+a'))=3_55=>|:4—é+1—?5| =12. 6. Din teorema bisectoarei avem
D-P0-2s  AE=AB+lACma-.b=1. 7AW+ BP+TH -2(AC+B)+
E(Ei+17(f)+5(2?§+51)=5 . 8. Fie O centrul paralelogramului. E’:%(erE)%(WJE) )

de unde cerinfa. 9, Daci G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci

0=MA+MB+MC=3MG, deci M=G.10. MN=MB+BC+CN, MN=MA+AD+DN si

adunind aceste relatii obinem MN = %(E +AD).11. Fie G este centrul de greutate al triunghiului ABC

si. G’ este centrul de greutate al triunghiului MNP. @:—;—(GW+6]V+CTP)=

Wikes 32N (01— 22 (T e 10— =9 = )
~||=G4A+%GB |+| -GB+=GC |+| -GC+~G4 =—(GA+GB+GC)=0, deci G=G'. 12
3{\3 3 3 3 3 3 3

Fie G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci 0 = HA+ HB + HC =3HG , deci H =G de
unde rezultd ci triunghiul ABC este echilateral. 13. Fie E piciorul bisectoarei din 4. Din teorema
bisectoarei avem j—i:—@=£: Sbs 2 AB+—<-_A4C= -

4D , de unde rezulti cerinfa.
DC ¢ b+c b+c b+c

= + 2 13 EP N TR LR s R e
. eCtOIul v
8] 4+ 225 \130 decl penmetml tnunghlulul ABC este egal cu 18 + \/306 15 a) V

6-
forma v= a(4t+3]) acR slcumlv‘ ‘a|l4l+3j‘ S5lal6=>a= tsu b) Vectorul

1at este de
i (_3}4.4}"), aeR si cum M =‘an—31+41l =5|al=5=>a —i(—}x +4_/).

y cautat este de forma v=a

; ij laturii BC.
m =_.§. =-1=a=3. 17. a) Fie D mijlocul aturii
16.

a
AD"(AB*'AC ——7+ ]:lAD‘——s/—
2 a2

= _Y(_4i-47). 18. AB=4/(4) +3" =5,4C=
) BC 4C-AB=-3i-j=>BG= 3(BA+BC) 3( 7i - 4j) ,[(
frlfzz— =13 Fie D piciorul bisectoarei din 4. Din teorema bisectoarei avem
=5+ : 1
| — 1 = 1B 7= L(27i+99))=[ADl=—V27" +99" .
4B _BD _5 _ 4D=—cAB+ 13 AC—ls( 27i+99j) = 4Dl -

5
13 2 1+—=
C DC 1+13 3

~B.AC = AB- AC-cos A=10. 20. Fie O(x¥)- —m(4,1)=QP(—l—x,2—y):>x=3,

21. |§l=|§l=>\/4—:§=,fa—12+1:>a=1¢2~/§ 2. wv=m(m-2)-3=

wv 13+42:(-1) 1 E-E 1a+1(1)
u

Rt ¥

1 [a>1 a>l1 —a=2+3 25_]:ieIﬁ:x-i'+y;'.Avemconditiile
a 2:!:\/—

:L

19.

y= 1= Q(3’l) -

24. cos(;,;

0:”':3, 23.005(“"

N =
27 |2Aa-1? =a® +1

x+2y=0 2 1 2 11) _4)-3<0=>cerinta.
=i 22 1 26, uv=5-24(-4)3<
=9x+4 _y- 3=>x"?’y"5:>AD

1 2
s Ty =R B
iectia lui == =3j=>A4D=3 .
27. AB = AC =5=> AABC este isoscel. Fie D proiectia lui 4 pe BC. AD= (AB+AC) j
D+ 4Bl =16

5\/—\/—- 7'

2476 = 4D
28. (4D + 1B = (AD + AB)’ = AD? + A" +2AD- AB-cos A=36+16+

7 BA-BC-sinB _
:sinBz l—-COSZB =‘—56' SABC =’__2’—_‘

(18 70)- (- ) o (F-)- T=A0) - 31 @ H\ fees(i)

i)

(;1’;)2=;2+;2+2B';=13:$ll—l+-\;l=\/f§. <) cos(u,u+v :

H
(7% )
I
N |-
S,
I
&
=
+
<!
W
<4
iy

57 33 Mijlocul segmentul

=—"——2u,v=—6_

'~;.(;+;) M=_§._ 32.cos($)= ;:
b

=1. Daci d este mediatoarca s¢

}
(38

gmentului AB, atur

2
a
o}
|
[
(Y
——
2
=1
g
g
2
a3
a
B
[+ ]
o
a
o
3
-
w
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1 1 '
a’.y—g——l(x+5J:>d:x+y=0_34. a)FieddreaptaCc’illtata- md=mAB=_1=>d:y=_x-b) ' Tema

. -1
Fie C(X,0)=> My -myy= _1'(—l)=—1=>x=0:3C(0,0).

35. M este mijlocul segmentelor AC si BD, deci 1=l+x’~" -1= yC:>C(1 —5) i
2 > 2 > 1

2+, -1+
lzTD’ -1= ZVD = D(0,~1).36. Fie M(x, y):AM(x+1y+5) A4B(3, 6):>M(l _E)
5 5)

37. \[(u~6)2+v2 =u’ +(v—6)2 =‘/(u—12)2 +(v—12)2 Du=7v=7, deci M(7,7)

38. d:y-5=m(x-2), unde panta dreptei d este m——%, deci d:x+2y-12=0, 39,

d:y-2=m(x-1), unde panta dreptei deste m——l deci d:x+y-~3=0. 40. Fie D mijlocy]

[BC], deci D(2,1). Mediana

segmentului din A are ecuatia
Y=Ya=my(x-x,)=> AD:4x-y-7=0.41. AB(—42)”CD(3a+3):>i=i a=-=
3 a+3 2
X4+ Xg+ X Yityg+
42 xp= MBIy, 0 y; 0= C(2,-2). 43.BC:x+y-1=0, deci d(4,BC)=
_lxty-t_ 3 1 1 .
\/_4? 2 44, ml=m2:>—a=5:>a=—5 45. Fie d' dreapta cautats.

my-my==1=m,; =2=d':y-2=2(x-3). 46. Fie d dreapta ciutata. mpg-m;=-~1=>m,;=-3=
d:y-2=-3(x~1).47. Punctul C(-1,2) este mijlocul segmentului [AB] , panta dreptei AB este

egaldi cu -1. Mediatoarea segmentului [4B] are ecuatia d:x-y+3=0, deci
1-5+3] 1 3 4
Ma)=11533_ 1 4 ] e J T R ..
d(M,d)= e Mg =73 = my, 3:hc.y+3——§(x—2). 49. Punctul
A(-2011,0)ed, si cum dreptele d si d, sunt paralele, rezulti ci
-2011+
d(a'l,dz):d(A,dz):I——al:Z:>a=2011¢2\/5. 50. Avem trei cazuri:

V2

d(d,dy)=d(d.dy), d(dyd)=d(dydy) sau d(dyd)=d(dyd,). Fie A(21)ed, si

B(—4,3)ed2. Cazul 1. d(A,dz)=d(A,d3):>|“6+4|=M
5 5

[-12+12+2] |-12+12+a4|
5 B 5 =

d(4,d,)=d(B,dy)= '"6+54+”'
{B(0.,-2)}=d, N0y,
m_ m-2 3

B'(0,2)=sim,B . 52.01%28+b=0_ _ . _ -
Ox _1+a+b=0:>a 2,b—3:>a+b—l. 53. —3—=——I:>m_5

=>a=4,a,=0 ,dar a=0

nu convine. Cazul 2. d(B,d,)=d(B,d;)=

a=2a,=—4 , dar

a=2 [-12+12+a|

d=AB":x-2y+4=0,

nu  convine. Cazul 3.

a=1.

51, {A(—410)} = d2 N Ox si deci
54.

1 1 7
—a—7=>a=5, b=—4:>a+b=-——2-. 55. a) 4AB:2x+y-1=0 de unde cerinfa. b) Aria
triunghiului ABC este egalicu [2a+b-1|, de unde cerinta.

Trigonometrie. Aplicatii ale trigonometriei si ale produsului

1.10 scalar in geometria plana
1. a S=sinzl°+sin22°+...+sin244°+%+cosz44°+...+coszlo+0=44,5- b  P=sinl’
5in2-..-sin2011° =0, pentru c& sin180°=02. @) §=sinl®+sin2”+...+sin180" +(-sin1°)+

(,Sin2°)+...+(—sin180°)=0, b) P=cosl’-cos2’-...-c0s2011° =0, pentru & cos90°=0.3. g

ol 1g2°- e 1g89° =1g1°-1g2°-...-1g44° - 1g45° - c1ga4® -c1ga3 - .-c1gl’ =1.
b) cosl’ +c082° +...4c05179° = cos1® +c0s2° +...+ c0s89° + c0s90° —cos89° —cos88’ —...—cos1® =0
a ,/1___—\/3—0 4 lcosloo —i_‘j—sinlo0 =2sin10%cos10® &
* sin10° cosl0 2
o . . sina+cosa_. 1 3
sin(300 + 100) =gin 40 egalitate  adevirati. 5. @) B 1+ - 3 b)
.2 o) 2
2sin"a+1 =M=l+3tg2a =13 6. a=tg(78°-18")=V3, b=sin(108"-48")= NN
cos’a cos“a 2
2
7. sin40"-sin140° =sin’ 40 =cos’50° =(-cos130°) =cos’130°. 8. @)  sin75%cosls’ =

2+3 Br .« 2z mw) . (23;: n) 1
0 1 0 = o —_ = +— |+smn| ——— ==,
(sm90 +sin60 ) 7 b) cos T s1n12 2[ [ 5 12 o 12 2
4 (r ) J6-42 . . 3T . ] . 1 3
in| — |= ———= . 9. 1>sin—=sin— >sin3. sin2-sinl=2sin—cos=>0,
0] sm(u) sm(3 4) 3 sin sm4 2 59085
pentru cd %,%G(O ] Finalizare numirul ciutat este egal cu sin2.10 le(— —):>sm1>cosl
16 4 . . 24 sina 3
2 _1_sinlg= 2 Y = === tga= e
11. a) cos‘a=1-sin a—2 = cosa 5:>s1n2a 2sinacosa > b) tga iy 2

-2 2
1 1 sinx+cos’x _
12. 2E2 1 S8k — e S 19: tgx+etgx=2=>————=2=
cos’x=1-sin“x 9:cosx 5 gx +Cligx Sinxcosx

1=2sinxcosx =>sin2x=1. 14. Doar numerele 0 si —’25 din multimea A verificd ecuatia, deci

sinx —Ccosx sinx —cosx

inl ® )_ 1 cosXx 1 sinx
sin| ——x| ——= -=
4 2 V2

3 8 o . :
pitrat obtinem sin’ a + cos’ a + 2sinacosa = % =sin2a= e 17. Ridicim la pitrat fiecare egalitate

=—J2 . 16. Prin ridicare la

probabilitatea cerutd este Z 15.

1 . - . 2 -2 0 =
§1 le adunam, deci sin® a+cos® b+ 2sinacosb+cos” a+sin b+2cosasinb 2

tga —tgb

= tgh—tga+tgh-tga=-1.
1+tga-tgh

2sin(a+b)=—73=>sin(a+b)=—— 18.1=1g(a~b)=

2442
2 2

1+cos 1 . =1
4 . 20. sin2x= (smx+sm3x) =sin2xcosx =>sin2x =0 sau cOSX =

19. cos£ =
8

[

N
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. 27
T 6-4-sm-3—
:xe{O,E}.21-DinformulaluiHeron S =12= 9r:>,-=i 22.a) s,wc ——=6J§
3
1
b) BC2=36+16—2-4-6-(—5)=76:>PABC=10+\/ﬁ_ ) .BC =2R> R—\/_—\/_
sin A

2 b2 02

;s 5 .2
23. sin? 4 +sin’ B =sin C¢W+W Yra

=ad+b=cl> triunghiul ABC este dreptunghic

cu ipotenuza c. 24, cos? A+COSZB=2COSZC:>(l—sin2 A)+
in2 in’C sin? 4 +sin? B = 2sin® C@—i i—z ¢ 2 p2 =92
(l—sm B)=2(1—sm ):9 n TN W:a +b2 =202
T T . —J_+J—
. = —[=+—=||=-cos— cos—+sn—sm 26. BC=2Rsind=
25.cosC cos(lt (4 3)) 4 3 i o S sind=6_
V3 BC _ 3 b'+?-a> 16 2
27, ind="oR=—"-=—""=.3. 28. a cosd=——“ " _2%
S 2sind 3 ) 2c 24 3
2 -
AB-AC=c-b-cosA=8. b) sind = ’1—i=£:R= S 3 9
9 3 2sin4 ZJ_ N
3

29. g+c=2b=2RsinA+2RsinC=4RsinB=>sinA+sinC=2sinB. 30. azsinzgzaTéc-_-;,

acsin B

2a*sinBcosB=42""" — gcosB=c=>cosB=S= triunghiul 4BC este dreptunghic. 31. Fie O
a

centrul  dreptunghivlui.  AC=10=A0=5.  §5p =48> S,0p =12= 20 A0 SN0
25-5in0 .
=2 sin0= ;‘5‘ 32.4C =V AB® + BC? ~24B-BC-cos B =+/76 . Aria sM_iD—Dg—i'ﬂ
AC-h 12 h
63="1 5 h—J—i—- 33. Aria ch—6f=%:hm=i 34. Fie a cea mai mic3
catets, deci laturile triunghiului sunt a, a+1 §i a+2.

(a+2)'=a*+(a+1) =a*~2a-3=0=>a=3. Deci triunghiul are laturile 3,4 si 5. 35. Prin
ridicare la patrat avem 1+ 2sin Bcos B =1+ 2sin CcosC = sin 2B =sin2C =

2B-2C 2B+2C
————cos 5

2sin

=0=>B=CsauB+C =% . Dar triunghiul ABC este ascutitunghic rezulta

@ B=C.36.1gC=1tg(r-A-B)= tg{i;tti - :C_Z 37. Triunghiul este dreptunghic cu aria

2 2 2
S=6=p.r=r=1, iar R=%. 38. Fie A4 unghiul obtuz. Bei =2 +(@a+1)" —(a+2)

2a(a+1)
<0=4’-2a-3<0=ae(-1,3)nZ={0,1,2}. Sin 1 TdI-L,
3 =10,1,2}. gura solutie este a=2. 39.q9)— +E_§'b)
r.r 4 z 1 ar 1 V4
-—: Z_|2ZY. £ N - 2)=== ——|r-=
3ty o) G ( 4), d 3+arcctg( 2)+7r arcctg( 2)— 3 ; e 3 (n 6)' 40. q)

24 . 2arcsin 3 25"‘ arCSln cos| a 3) 3 ’
| 5

f 11,
c) sin(-’-;——arcsm3)=—‘/—— —.6_5.3, d)

_M:.@—. 41. a) xe{l,S”}; b)
1-tg’(arctg3) -8 6

~ , . gy 82
b cos(Zarcsm%) =1-2sin? (arcsm 5) =5

: 1. _
,cos(arcsm %) =—]1- 9’ e) tg(Zarctg 3)
+b=1

xe{i%‘l"'Zk”lkeZ}; ¢) Daci notim a=sinx si b=cosx obtinem sistemul {a’+b2 iy

n i : _
solutiile (1,0) si (0.1), deci xe{O,%}; 4 x=r-3=773 €) 2sinxcosx =cosx=>

kT .
cosx =0 sau sinx=-12-:> xe{ZkﬂlkeZ}u{(—l) —6—+k7r|keZ},

-

hY 3
i B 2”+4 3,,+4}, 2 2xe{—27t+ 2 —27r+—4—} [-27, 0]:>

p o xelfrs

7 . AN T Zll- _r . .
xe{—ﬂ‘*%’—”‘*—g}-"z- a) sm(x+—3—)—cos(2 (x+3)) cos(x 5 , deci mulfimea

1 = Zvkn keZ}. d) Daci notim
solutiilor este R. b) x=7_§. ¢ tgx= ﬁ:xe{ 3 |

: T
a=sinxe[—1,l],ob;incmecua;ia a=2-a =a=1a=-2,in final xe{3+2k7r|keZ}.



Partea 2. ALGEBRA (clasele XI-XI1I)

Tema 2.1 Permutdri. Matrice. Determinanti

(12345 [t 2345,
‘l.a)O‘T—S 32 41 S P ,)0'=e.2.a)(1,2),(1,3),(],4),(3,4);8(0)

41325

— -t _
=lbo (1 2345

)-3-a)k=4- b4|201262 =

Lf1 23 4) (41 23)1234) (123 4
9¥=s 31 2)\1 23 afa3 1 2)7h 423
1 23 456 -
4.a) 04:(6 1 4 23 SJ' b) m(c) = m(c ')=7-C)x“esteparﬁ,Vx€Ss,GeimPari:x‘

123 45

#20,VxeSe.5.@)x=a'b. b ab=(2 T 1):>k=5.c)Celmaimicnum5:peN*cu

b” =e este 6. Daci k=6c+r,0<r<5 atunci 0* =0% 0" =0".Caurmare, *=e > o’ = ¢  ,
=0 k=6c<6 | k6. @) Da. b) Prin calcul, a* = b* = €. ¢ xb* = &’x & axb® = a'r > axb’ = x
axb* = xb ¢ ax = xb. O solutie este c. 7, @) m(c)=4. b) |4| = 5. ¢) o este pard = o ¢ pars, vy

eN"’. 8. a), b Calcul direct. 9, AB-_-(‘H"” b+12], ___(‘”‘b 3a+4b

a+4 b+16 5 19 J. Rezulta a:l’

10 12
b=3=>A4=B. 10. AB= = i = i 27 yI_
10 [2 J, BA (0 1]’ deci AB=(BA). 11. X’=-1,,X*=-x,

X'=L=2X+X+X+X*=0, =X+X’+.+X%=0,. 12, X*:((l) ’I‘J deci

2 10 55 2+5a 10 2 10
X+X'+. . +X"= o 10l 13. 4B= . i BA:[ )' deci a=0. 14, @)

2 a Sa+2
£=0, b (L-A)L,+4+4)=L-£=1,-0,=1,. 15. @) Se obtine AB=(6) ;i
-1 2 3
Bd= f 421 g - &) (BAY = B(4B)(4B)...(4B) 4=6""BA . 16.Fie A=(a,),B=(b,)
n-i

i=)

a) t‘r(aA):Zaa,-,- =aiaﬁ ZGU(A) . b) tr(A'f'B):i(aﬁ +b,-,-)=tr(A)+tl‘(B) .

17. Calcul direct. 18. Inductie. P(2) :A=tr(4)4, adevarat din exercitiul anterior;

P(n):>P(n+ 1) 4™ =g -A=(tr(,4))"“' 42 =(|I(A))" 4. 19, det(420'?) = 0 = det(4)?*? = 0 =
det(d) = 0 = 4™ = tr(4""' 4 = tr(4)"2 = 0 = tr(4) = 0 = A’ = tr(4)4 = O,. 20, Inductie dupi .

1 3
5 £ cos£ sin~ cosE sinﬂ
21, 4=2 2| 3 = A" =2" = 4213 _ 13y
_ﬁ 1 —Sinl C()s£ _Sinﬂ cosﬂ :
2 3 3 3 3

. 4 -8
22, Fie B=A—12=[1 2] =B =2B=B=2""" . B Apoi, A=L + B = A" = (I, + BY' =

- n l n 1 " B .371_1
S b "=12+ZC:2*"B=12+—BZC,f2"=12+—B[(1+2) -1]1=1,+B -
1 +ZC"B k=1 2 2

01
M= g 0 0|, M*=0,=>M"=0,,n23. 24, A=I,+M, unde este matricea de la
3 0 00
1 -n n(n+3)/2
. n_ "= |M+C2MZ=0 l =5
e terior. Rezultd c& 4 =(L,+M)'=1,+C, 2
exercitivl 32 - 1

Fie X o solutie. Rezultd det(Xz) =49 = det(X )’ =49 = det(X) =17 .. Distingem cazurile
25. 1€

1 12 70
p det(X)=7= X = w(X)X+ 7zz=oZ=,[41 IHO 7]_

8
tr(X).Xﬁtl'()()'X=(__4

8 12 2 3
o= 8)2;(,'2:1[_1 )

0 -6 12
7 det(X)=—7=>(1 12)—(7 ]=tr(X)-X :>tr(X)-x=[4 _6]:>tr2(X)=—12.

182} = tr(tr(X)X)=16= tr’(X)=16 > t(X)=t4 =

-4 1) \0 7

Cum X e M,(R), nu avem solutii.
L b2 i g™ b Di litatea
26. Fie X o solutie = X(Z l)=X3=XZX=(2 I)X. Fie X-(C 4 in egali

(a+b) +(a-by (a+by'-(a—b)

i . E a b X]_ 2 3 P
anterioard rezultd a = b= = X=\ (] = 15 gy @by (@+b) +@-b)
3 3
. 3 3 3_ 7. _b3=—1:>a+b=3/§ a-b
=a+b) +(a-bP=2si(a+ b} —(a-by=4=>(a+by=3s5i(a-b) ’
3
=-1 = a=2/§—1 b=2/§+1. 27. Fie X o solutie = det(X3)=0=> det(X) =0=
2 2
4 6 3 N
det(X) = 0 = X*=t(X)X = trz(X)X=( ) _3} = u(’ (X)X)=1 = w(X)=1 =
4 6 L (2 2) (2 ny_(0 1
Wels X=(—z —3)' 28. @ A’=34=a=3 b A-A=| 7, 1]7{1 0
(A-4'y =_ I, = ( A-A' )2008 =1,. 29. Din teorema lui Cayley avem

4 ~54-21 ,=0,=>A"-54-1,=1,. Determinantul este egal cu 1. 30, @) Da. b) Vom demonstra
i ; = in scadere

Prin inductie. Cazul n=1 este evident. Cum AP =34+21,=0, si B*—3B+21,=0,, prin scade

m ci

0,

Obfinem 42-p?= = 3(A - B) N (22 —1)(A - B) , deci cazul n=2 este adevarat. Presupune
n-| . n+l _ n n-1 =
Afirmatia este adevarati pentru n—1 si n. Din 4™ -34"+24 =0, si B™-38"+2B

Tezulty succesiv A™ - B™ = 3(An o B")— Z(A"" _ Bn—l) I

) —
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3(2"-1)-2(2™ ~1))(4-B) = 2™ 1)(4-B). 3. @ Lreogy, - N _ .

B =1)=2(27 1)) a=5) < (2 _pys_p) B SRR PR B B e 24
-1 2 2\ 2) 4, , , T f@ f&) f@] |@@ b e

A4 =(2 5 _J j 21 =[O 9) :>det(AA) =81. b) Calcul direct. 33, 9 l | 1 1 1

det(A'A):detA’ detA=(detA)2 20. &) Prin calcyl obtinem 4.4 =A'-A:ac+ba’=ab+cd’ de
3 -1 -

unde < (a-d)(b-c)=0 33, 4 det(A)=—4. b)) 42=|-1 3 “l i 42— =2y, 34. 4

-1 -1 3

si 4 -4=2I, 35, 4 Calcul direct. ) Folosind binomy huj

[ S I —

2%
det(4)=2. b) A=|1 2
11

" ' b .
Newton rezulta (4+B) =47+, 36. a) A4=—412. b) Fie B=(a d). Din BE =Ep si
c

BE,=E,B rezulti b=c=0 si d=a, deci B=al,. 37. a) Se arats prin calcul direct. b Se
T .7
€os— —sin=
2 = 428 _
. z
sin— cos—
2 2

S . c0s1004 7 —sin1004
demonstrezi prin inductie. ¢) 4=

=1,
sin 1004 coleO47r) % 36,

i 4 -1 3 5 ]2 1 2
A22=I— '=16. 39, i((l+i)2—(l—i)2)=4iz=—4. 0. 10 -2 441 3 5|-_y15 4.
-4 0
1 1 3 {1 1 -3
x-3 x X x-3 x x x~3 x A -3 0 ¢
*ox=3 x|=[ x x-3 x =(3x—3) *oox=3 x=3(x-1)J0 -3 o=
x X x=3 PBx-3 3x-3 3x-3 1 1 1 I 1 1
=27(x—1). Rezulti x=1.
1 0 0 1
2.9 V,=la b-g ., =(b-a)c-a) =(c—b)(c—a)(b—a).
PR r b+a c+gq
a b -a* r-g4
1 0 0

1 1

—al|=(-g)e_
¢a)|=0b-a)c a)bz+ba+a2 A +ca+c?

aJ b}_a3 c3_a3
(C-b)(c—a)(b—a)(a+b+c). A= (c—b)(c—a)(b—a)(ab+bc+ca).
1 1 1 I 1 1 1 11
4. b B-= a b c = a b cl+la B
@ +2q+3 b +2b+3 S +2c+3 a ¥ o
11 111

=4+2la b (l+3la p ¢|=4. ¢ Fie punctele X(a, f(a)), Y(b, £(5)), Z(e,f(c)). Cum
a b ¢ I 11

cl+ia b ]=
2a 2b 2¢ 3 3 3

'

——;—IBIQSm=3|k|‘

] b cl|=6la b c|=6k,keZ.CumS,,;=
671 6p, 6P P P, P o
. i ini : =0 -2x-y+6=0. 45,
! 4 1|=0, deci punctele sunt coliniare.d) AC:|0 6 1
5.0 47 ’ -1 8 1
-1 8 1
0 1
e 1,ariaesteegalicu —.
0 1 |=0-x+y-1=0.5) A=[1 2 l=1,an )
AB: =
& 1 21
] = =12 <> a=0sauqg
: I=2+a;§ =1|A|=1 OlAR2 & |a+ 2[F2& a+2=12
47. A=[2 -1 1= > Sasc =
3 al
A ini = =—=.Cum -—¢Z,
48. A=|1 1 Y =3a+7. a) Punctele sunt coliniare <> A=0<>a i 3
=—4_ . = bt
1
a a+3 o
. Prin calcul
i i |3a+7l—]an obtinem a=-3. 49. @) A=|3 5§ 1=0.5)Pn
rezultd cerinta. b) Din 5~k 8

y tala X, =x]+x2+x]!
sau observind c& punctul D este mijlocul segmentului BC. 50. @) Cu notatia 3 x,

Lot Xabl_ 5 (o5, -ap)'20. b Din da(ar)=0
. A = (] .
prin calcul avem det(AA )“ Z ab, be ixjell 2.3} liniari. Concluzia
—— t coliniari.
rezultd ab, =ab,i,je{1,2,3}, deci vectorii OF, =a;i+b; j, k=1,2,3 sun
V) = 4i0ists P
rezulti.
Tema2.2 Sisteme de ecuatii liniare . bili <> acR-{3}.
1 =—a+3, avem 4 inversa
1.4 este inversabil <> det(4) # 0. Cum det( 4) l a N 5“] 52T Gy=d R
. - . f = H _". =3
2, det(4)=29%0= A inversabild. 4 l=det(A)A 4 (512 6p) 02=2 On
1 .
. . -t A
2912 -
) =1 2 -
8, &, &, &, =1 8, =-2; 531::"4 N A-l=l 3 -1 4
€=6, 8 8, 6.=-3 8,=1 5”: ; lo o s
513 523 533 613:0; 623:0; 533_—

) =det(1,)=1 = det(4) =+l
4,244 e MZ) = dev(d™) € Z, dar det(4)det(4™)=det(1,)

[
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»<" dacd det(A)= +1, cum 4!

A" e M,(Z),deci 47" e M, (2Z).5. det(A)=— 1= 0=> 4 inversabila.

T det(4)

Sy Oy 6,,)6,=0; 6, =0; &, =1 1

1 .

Oy Oy 05)8;=0; Oy =1 O3 =0 0

observam ci A’ =1;, deci A™' = 4?.6. det(4)=m?+5>0, deci matricea este inversabils,

17 16 16 3a+b 2a 2a
7.a) 42=[16 17 16 , aA+bly=] 2a 3a+b 2a |.Pentruca Az=aA+b1J este necesar
16 16 17 2a 2a  3a+b
{;‘Hl]’:”, de unde obtinem a=8=b=-7. b) det(A)=7¢0 = A inversabily,
a=
5 =2 2
= 1 -A"'=l -2 5 =2|.Alternativ, A2—8A=—713, deci A"‘:—l(A—813).
det(A4) 7 2 2 s 7
I -1 0 o
8. @) det(4)=1%0 = A inversabili, 4~'= L cA*= 71 8 ;9. @) Notim:
det(A) 0 0 1 -]
0 0 0 1
1 2y . 1 -1 i . - a
Az(3 5] $i B=[2 3].Observamc?ldet(A):—l;f:O::'A inversabild = 34 .Cum4 - X=3,
rezultd (inmultind aceasts egalitate la stinga cu A aa X = 4" . B A_l=detiA).A‘

S8, 6,)6,=5 & =-2 -5 2 -1 11 4 7
A= On) = 0y Al= ,deci X = .5 N : 4= i
(5.2 62)5‘2 -3 4,1 = 3 ) dec B Eg ) Notim 1 2 §1

(!

aceasti

10. D

0
. 2). Cum det(4) =1 20 = 4 inversabild = 347, Cum X - 4 = B, rezults (inmultind

. 2 7 -
egalitate la dreapta cu 47") ca X = B4, Avem A'= ,deci X = . :
-1 4 -4 15

coarece A" =det(A4)A™, ipoteza A= 4* impune det(4)=1<-m-3=1<>m=-4. 11.

Cum det(4)=1, avem 4™ = 4" Atunci AA4" = £"A=1I,. Din definitie rezulta ca inversa adjunctei

-1
este matricea 4. 12. o [ ! 71 _[3 1 Sx<[3 4t 4 1_(3 131 "
-2 3 21 2 100 1 2 2 9 0

I =2
1 -1
1

A=2
5

-! -2 2 2
-1 2 -1 2
) =[ ) J:X: -1 4 ( ) 1): =3 2].13. Notim cu 4 matricea sistemului,
-5 8 -3 2
3 5

1 -3/ Avem det( A)=A=-13120, deci sistemul dat este Cramer. Avem solutie unici,
-2 7

|

= (det(4))'4* = A =+ A" Pentru ca Ae M, (Z) =

00
A5 A=6, & & |d8,=I Op=0; 6,=0 = 4'=| 00 .Alternativ,
0 1

A A A,
j i T Xx=—% =—Y z=="2 Cum A =-131,
pe care o determindm cu ajutorul formulelor lui Cramer: x=—%,y 32 u i
rezulti x=Ly=1z=0. 14. Notdim cu A4 matricea sistemului.

A)‘ =—']31, Az =07

1 1 1 .
A 1 2 -2|. Avem det(A): A=12#0, deci sistemul dat este Cramer. Solutia este dati de

1 4 4

A A AZ = — =] = = = =3,
formulele x=X",y=—A—y-,z=X. Cum A, =-60, A, 60, A, =36, rezultai «x 5,y=5,z=3
15 (102)=(112). 16, (5.3,2)=(-120). 17. (x..2)=(212). 18. (x,3,2)=(LL1). 19,

Cum det(4) = 0 §i 3 un minor: A, =

: 2’ =—4#0 = rang (4) = 2. 20. Rangul lui 4 este 2, pentru ci
3 2

2 -1 3 2 -13
K =4 0‘:24¢0,iar bordatii lui A, sunt nuli: 2 4 0[=0si 2 4 0|=0.21. Considerim
" 6 2 6 6 2 6

1 2 -1 1 2 3
A =1 2=—8;an. Bordatii lui A, sunt: A/ =i4 0 a|=8a-32 si A,=|4 0 1/=32-8b.
P14 0 52 3 5 2 b

Pentru ca rang(4)=2, trebuie ca A; = 0, Ay = 0 = a = 4, b = 4. 22. rang(4)=2, deoarece

‘2 ! =3+#0 si orice minor de ordin 3 este nul, avind dou3 coloane egale. 23. det(A)=—m+2 .
1 2

1 0 . :
i i =— . 1 matricei este cel putin
Este necesar ca m =2. Este si suficient, deoarece y — l— 1+0.24. Rangul m

1 -1 0 1 -1 3
2, deoarece 0|=—1:at0.Cum 2 -3 -1I=0 si [2 -3 -l=-a+44, rangul este 2 daci
- 3 2 5 3 2 a
1 2 3 1 2 -1
1 2 —5a-15,
=44 si 3 in caz contrar. 25. Avem #0, 3 1 -1=0, [3 1 a|=5a
¢ s 31 )
4 3 2 4 3
1 2 0
i31 i b#4.
3 1 4/=-5b+20, deci rangul este 2 daci a=3,b=4 si 3 in caz contrar, i.e. a#3 sau
4 3 p
3,5 liniile matricei 4
26.Cum {3 2 5|=-52#0, rangul este egal cu 3.27. @) rang(4) = 1, deoarece
4 -2 0

1
sunt proportionale. b) Pentru K =2 | si L=(a b c¢) avem A=KL.
3
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a@’+2ab+3ac  ab+2b*+3bc  ac+2bc+3c?
¢) A =|2a*+4ab+6ac 2ab+4b* +6be 2ac + 4bc + 6¢* =(a+2b+3c)A,decia’=a+2b+3c.
3a’+6ab+9ac 3ab+6b* +9bc 3ac+6bc+9c?

Alternativ, 4> =K(LK)L=K(a+2b+3c)L =(a+2b+3c)KL=(a+2b+3c)4.

000 111
28.9) £=[0 0 0(,4=0,.5) ,+A+A4' =|1 1 1|.Cum det(I;+ A+ 4') =0 i tofi minori
1 00 111
100
de ordin 2 sunt nuli, rezultd ci rang(13+A+A')=l. & L+4=/1 1 0; dettfy + 4) = |,
111
: 1 0-0 ‘ (-6 2 2
- Ay *_ fac I, I " _ )
(13+A):=m.(13+,1) = 01 _ll (1) -29.a) A*= : —i _; ; cum det(4’) = 0 i
toti minorii de ordin 2 sunt nuli, rezult3 rang(4") = 1.
x x+2y+z =2
b) Dacd X =| y | eM; (C), ecuatia este echivalenti cu sistemul 2x+2y =1 ;considerind 4 -
z x+4y-3z=5
1 2 -1 1 B
matricea sistemului, |2 2 0| avem ci det(4) = 0 si cum 3 un minor a, ='2 2,:—2 20 =
I 4 -3

rang(4) = 2. De asemenea, rang(4) = 2, deci sistemul este compatibil nedeterminat.

30.a) det(d)=|b b+1 b+2 C’_;ﬂc b 1 -ab+b+2= ~ab+b+ 2 +a’~a- 2= aa- 1) -

I 1 a 10 0

a a+l a+2c a 1 -a*+a+2

b(a-1) = (a~ 1)(a - b). b) Cum minorul i’

b+1
1 ,:—l¢0 >rang(4)22,Va, beR.31.9) 4B =

Oy; BA = Oy, Atunci AB + BA = O4. b) Cum det(4) = 0 si toti minorii de ordin 2 si 3 sunt nuli =

1 0 01

s g s 0 10 .

rang(4) = 1. Rationand similar , rezultd rang(B) = 1. A+B= 011 ol det(4 + B) = 0, deci
1 001

rang(4 + B) < 3. Observim cid A ='(1)

0

i =10, deci rang (4 +B)>2. Cum tofi minorii de ordin 3
sunt nuli, rezult3 cj rang(4 + B) = 2. Deci rang(4 + B) = rang(A) + rang(B).

¢ (A+B)" =)"C*A"*B* . Cum AB = B4 = O,, atunci (4 + B)' = 4" + B", WYn eN". 32.

k=0
1 2 1
Determinantul matricej extinse a sistemului este [5 -1 6 =430, deci rang(Z)=3>rang(A).
3 4 0

Conform teoremei lui Kronecker, sistemul este incompatibil. 33. Determinantul matricei A a

r.' _ 1 21
sstemului este | @ 3 2|=2#0. Concluzia rezulti din teorema lui Cramer. 34. Determinantul
sis

a+l 1 1
m 1 m
tricei A a sistemului este |1 1 m|= m? —3m+2. Sistemul este compatibil determinat pentru
ma
3 -1 =2

eR {l 2} Pentru m=1, sistemul este incompatibil, deoarece primele doui ecuaii sunt
melR—hef-

py+z=l §i x+y+z=3. Pentu m= 2, sistemul este incompatibil, deoarece
x

11 ;
f 1 3|=23#0, deci rang(A)=3>rang(4). In concluzie me{1,2}. 35. Determinantul

3 ~1 12

matricei 4 a sistemului este |1

3 4
1
1 4

1
2|=-m?-3720,VmeR. Concluzia rezulti din teorema lui
2
m

111

. 1
Cramer. 36. Determinantul matricei 4 a sistemului este [2 1 ll =a+1. In plus, avem "
1 a -

1
0.
1

Este necesar ca rangul rang (A)=2, deci a=-1. Sistemul este compatibil pentru

1 1 b+1 . o
2 1 b (=0-b-2=0b=-2. Asadar, a=-1 i b=-2.37. Determinantul matricei 4 a

I -1 -1

2 -1 3 _
sistemului este {1 1 1=0. Rangul matricei 4 este 2, deoarece ll‘=3¢0 . Sistemul este
1 -2 2
2 -1 1 o
compatibil, deoarece minorul caracteristic {1 1 2| este nul. 38. Determinantul matricei 4 a
1 -2 -1
2 1 1 1
sistemuluieste {1 2a 1 =—4(Za2 + a-l) . Cum sistemul este omogen, rezulti ae {-1,5} .39.
1 1 =2 .
a) fnlocuind X0 =2,¥0=2, zo=1 in ecuatiile sistemului, obtinem n=2 gi m=3 .lb) Szisterr;ul admite
solutie unici daci determinantul matricei 4 a sistemului este nenul; detA=|2 —11 ; =3-n.
n

e : = 1t3
Rezults ¢ neR-{3} . ¢) Daca neR-{3}, sistemul este compatibil determinat. Pentru n = 3 rezu

i scei exti buie s
€4 rangul matricei sistemului este 2. Pentru ca sistemul sA fie compatibil, rangul matricei extinse trebu
fie 2. Obtinem m=1.

- —
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40. a) Fie 4 matricea sistemului. Avem det(4)=[1l 2m-1 3 |=(m—1)}m-5), deci sistemy]|
1 m m-3

este compatibil determinat daca §i numai daci me R—{1,5} .

x+y+2z=1 11 2 11 2
b) Pentru m = 1, sistemul devine: {x+y+3z=1,atunci A=|1 1 3 |si det()=[l 1 3|=0.
x+y-2z=1 112 11 =

1 . =
Considerdm un minor A = . 3‘ =1#0, deci rang(4)=2. Pentru a determina rang(4) , calculim

1 2 1
A =l 3 1=0,deci rang(4) = 2. Rezulti ci sistemul este compatibil nedeterminat. Pentru m =
1 -2 1

x+5y+2z=1
5, sistemul devine {x+9y+3z=1 . Din prima §i ultima ecuatie, rezultd ci 1 = 4, fals. in acest caz
x+5y+2z=4
sistemul este incompatibil. In concluzie, sistemul este compatibil nedeterminat pentru m = 1.
2x-3y=-1

41, a) inlocuind in sistem z, =1, =0, obfinem: {x+9 y=3 are solutia

. Sistemul 2x-3y=-1
x+9y=3

Sx-6y=p

2
x=0,y=§-,de unde p=-2. b) AP=1

-3
9 ‘ =21#0 = rang(4) > 2. Pentru ca sistemul sa fie

2 -3 4] 2 -3 -5 2 -3 -1

compatibil  nedeterminat  trebuie ca 1 9 m=1 9 1= 9 3|=0, adici
5 610 |5 6 n| |5 6 p
6-3m=21(n+12)=21(p+2)=0, deci m=2,n=-12,p=—2. 42. a) Fie A este matricea
1 -1 -m
sistemului. Avem det(d)=|m 1 m|=3(1-m?). b) Pentru m =1, sistemul este compatibil,
m 3 3
conform teoremei lui Cramer. Daci m=1 , avem minorul A »= : _1]'=2¢0 si
1 -1 1
A=l 1 0{=0. Rezultd ci sistemul este compatibil. Daca m=-1, A, = = 1:#0 $i
13 - .
-1 1 2
A, =|-1 3 -1=-6%0, deci sistemul este incompatibil. in concluzie, sistemul este incompatibil
I -1 1

1 1 1
pentru m=—1. 43, a) Fie 4 martricea sistemului, atunci det(4)=[1 m 1|=(m-1)>. b) Dac

1 m m

' m*l’ rang(4) = 3. Dacd m = 1, rang(4) = 1. ¢) Daci m = 1, rang(A)=1, iar rang(2)=2, deci

omul este incompatibil. Dacd m # 1, sistemul este compatibil. Deci m = 1. 44. ) inlocuinfj in
. om solutia (1, 1, 1), obtinem @ = 2, b = 0. b) Pentru ca sistemul sa fie compatibil nedeterminat,
SlS:)euie ca rang(A4) = rang(4) <3 (unde A4 este matricea sistemului).

i a 1 1 1 1 4

sist

11
__ . and A = =120 si A =|2 3 6]=b+2
det(A) =1 2 3 a+4; luin b ‘2 3 § e , avem
3 -1 ) -1 -2 b
ax+y+z=4
g=4si p=-2.c¢) Pentru b=-2, avem sistemul {x+2y+ 3z=6 care este compatibil pentru orice
3x-y-2z=-2

aeZ sipentru care (0, 6, -2) este solutia cu toate componentele intregi.
1 a 0

45.a) Fie 4 matricea sistemului, atunci A =det(4)=[0 1 a|=a’+1>0,Va e R, deci det(4) = 0,
1 01

ceca ce inseamnd c3 sistemul este Cramer, deci compatibil determinat.

. . . . . B Ax — A}‘ Az
) Solutia sistemului se obtine folosind formulele lui Cramer x= A y= e z= A cum
11 1 1
o 0 AO‘IJ ?, atunci x ! aza2
= = =] = = =a, = s y= 2= .
A= 1 a=l, 4,=0 a a=a. & 217 T Er T2
101 111 1 01
a 1 " . i
syt = = . =x-z,decix, y, zsunt in progresie geometrici.

Avem: Y = F Ty a4l a4l ” P
1 2 1

46, g) Fie A matricea sistemului. Avem A =det(4)=|2 -1 1{=-5a+20.Pentruca sistemul si fie
7 -1 g

compatibil determinat, trebuie ca det(4) # 0 < —5a+ 2020 <> a € R~ {4}. b) Dacd A= 0, sistemul

2 l . Sistemul este

este compatibil. Daci A = 0, deci @ = 4, un minor principal este A, = 5

1 21
incompatibil daci §i numai dacd A, =[2 -1 1|20 b=4. 47. a) Fie A matricea sistemului §i A
7 -1 b
1 pp 1 p r 1 2
L-4 - -
=det(4). A=[l ¢ ¢*| = [0 g-p 4'-P =7 E q, p2=(p—q)(q—r)(r—17)-
,| ke s | |r=p r'-p
1 r r 0 r-p r'-p

b) Dacy P, q,r € C sunt distincte, fiind solutii ale ecuatiei £ —af + bt — ¢ =0, se obtine:
¢~pb+p’a=p’ x=c
c-gb+g’a=q’ .Rezultd ci {y=-b este solufie a sistemului. Deoarece A # 0, ea este unica. ¢)
c~rb+rig=r z=a

Cum (-1, 1, 1) este solutia sistemului, atunci p* ~p* ~p+1=0, ¢ -¢*—g+1=0si R = it |
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70 adick p g. r ventica ecuapa 1 ~ - “IH1SUS V-1 U+ =0 cu racacinne h=ti=1s1ty=_ VP ezuns v - -

1. Deci, oricum le-am alege, dous dintre numerele P, q. rvorfiegalecy |,

m 1 ]
48. a) Fie 4 matricea sistemuluj SiA= det(4). Atunci A= 13 2yap. .
-1 -1 4
b) Sistemuy] fiind omogen, el are solufii nenule dacs A = 0 14m-4=0c p :g ‘
2 1 1
49. a) Fie 4 matricea sistemului siA= det(4). Atunci A= W = Gl ) S fing

Omogen, el are solutii nenule dacy A = 0 Sm=0cm= 0. ¢) Daca m = 0, sistemul devine
2x+y+z=0 i )
3x-y=0 » deci orice solutie nenuls a sistemului este de forma: x = ALy=3)z=15), Atunc;:

~x+2y+z=0
2 2 2 12 7
'—rg”"z’\'”g:%—z=-—. 50. a) Fie 4 matrices sistemului si A = det(4). Atungi
Z=Yo—x, 154° 3
I a b+c I a b+e
b4 b~a a-p . .
A=l b c+dl = |o b-a a-p/= =0. & Sistemul fiind omogen, el are solufj
N o~ -
I ¢ a+bh 0 ¢c-a a-¢ 4 anc

nenule daci A = 0, ceea ce am demonstrat la punctul anterior. ¢) Rangul matrice; sistemului este egal
€u 2; z este necunoscuta secundari, z=A, A ¢ R srezultiy = A, x = @+ b+ o). Cum (1, 1, Doeste
solutia sistemului, avem ¢ g + b+c=-1, deci solutiile sistemuluj sunt (A, A, A), A eR .

Tema 2.3 Structuri algebrice
1. a) Fie %y €ZN[5,0). Atunci xoy25+5—5=5=>xcyeZﬂ[5,oo). b) Fie x,y,2¢ 7 . Avem
(xoy)oz:(x+y—5)oz=x+y+z—10=xo(yoz). 2. a4 Fie y,zeR. Avem

(xoy)oz=m=m=x0(yoz). b) Cum €ox=xoe=x,VreR <

(= 5)c5+e5—1 =x,VxeR a6’ =l e=1eR » rezultd ci 1 este elementul neutry. 3. @) Calcul
direct. b) Trebuie demonstrat c3 oricare ar fi x, Y € (-1, o) rezults cj3 x*y € (-1, ). Avem x > Ly>
~l=x+] >O,y+l>0,deci(x+l)(y+ 1)>O,ob;inemxy+x+y+l>0:>3xy+3x+3y+3>0.
deci 3xy + 3y 4 y+2>5-1. 4, a) Trebuie demonstrat ca oricare ar fi x, ye(3,oo), rezulta
X*ye(3,®). Fie ¥>3,y>3=(x- 3)(y- 3)>0, deci X*y=2(x-3)(y~3)+3>3. ) Fie

X% ¥, 2eR. Avem (x*y)*z=2(x*y—3)(z—3)+3=2(x—3)(y—3)(z—3)+3=x*(y*z), deci
»*“  este asociativa, ¢) Ciutim ecR

astfel fincit ywe=— e*x=x,VxeR, adici

(2e- 7)(x—3)= 0,YeR. Obfinem
%yeQux,y>-, Cum

e=7/2. 5. @ Avem xoy=51(x+2)(y+2)—2. Fie
x+220,y+220:>xoy2—2. b) Cum

eox=x0e=x,\7'xEQ¢>21(X+2)(6+2)“2=x,VxEQC>(x+2)(e+2)=2(x+2),\/xeQ::ezo

-2eQ, deci toate elementele am

4
1=xox=0c(x+2)(x'+2)=4. Daci x¢—2:>x—x+2 2 t
’y i '+2)= ii, deci -2 nu este
” } t simetrizabile. Dacd x=-2, ecuatia O(x'+2)=4 nu are solutii
-2} sun :
-

x,y,zeR. Avem  (xoy)oz=xo(yoz),Vx,y,zeR

simetrizabil' & "i o(Fle-Gy—62+a),Vx,y,zeR & (a-42)(z-x)=0,Vx,y,zeR

cﬁ(«‘?’_6x_6y+a)°z_x i:xoe:x,Vxe]Rc: xe—6x—6e+a=x,YxeR S x(e-7)+
ea=42. Y Deoarecz ) a-6e=0>a=42. 7.8) Avem xoy=(x+5)(y+5)+a~25,
6e+a=0’vxERQe_z—s{l—s}o(x+5)(y+5)¢20—a,Vx,yeZ—{5} Faf 540 b) <Deouare
Avem xoy¢_—5’vx’ye Sx+Se+a=xVxel <> x(e+4)+Se+a=0, VxeZ e>e=-4 d
gox=xoe=X,YX€L & Xe+5x xoy=5(x+6/5)(y+6/5)-6/5, deci

x,y,zeZ. Avem

. 8 Fie
yo . = o = are element

o 25(x+6/5)(y+6/5)(z+6/5)—6/5—xo(yoz),Vx,y,zeZ. b) Legea cemen
e = = revin

(x ) zd 3 existAi ee€Z astfel incit eox=xce=x,VxeZ, ceea ce

neutru ac

ici tru aeZ-{6} legea nu are
= =~l,a=6. De aici rezultdi ci pen
x(5e+5)+6e+a-—0,Ver<:e

isti ee(0,2) astfel incat
element neutru dacid exis

tru. 9. a) Legea are

element neu

ox=Xo0€=X V.xe(o Z)Q(e—l)x +(2—2€)x—0 VxE(O 2)@6—16(0,2). b) XE(O 2) eStC'
eox ’ ’ s (] : 'y :
ac i i i 2 CU Xxox =Xox= == X
Simetrizabil d 5 $l numai dacﬁ CXIStﬁ X € (0, ) . °. . ° 1 )@ XX 2 X x‘+ XX |
= ):l — 2 xXe (" Z) (leci toate elementele diﬂ (0,2) sunt S]memzal)l]e_ lo, a AVe][] Xoy= x( 82 ')
g =Xo€=Xx,VX€E O,w
Le €a are ele"le i € 0 w) astfel incat eox °
nt neutru dacﬁ exista e ( s . . -
X = = v o) >e= 7 () w) b) X G( ) St€ sim tl’iZ ll $l numai dacﬁ
e xX,vxe (0, ) e 2 € ( s - 0,00 est € . ab' daclé
( ) ° —x‘ox—z (x')l —27 . Daca xil, atunct x —2; >O. Daci
ex“sti x' € 0,00 Cu xoXx ; f=—4 . . .
t. ( ') t“’ i i ( ’ ) { }
, ecuatia {(x 27 nu are S()lu 11 decl "Iul‘l"lea elC"lelltCl()l simetr lzablle este 0 et 1

. L . i daca
i te simetrizabil dacd §i numai
= = Z rezultd cerinta. b) xeZ es
11.4) Cum xo02=20x=x,Vxe

S LN W B Atunci  3x'eZ
3x-7 3x—

—ylox—= x
x'eZ cu xox'=xbx=2 &

CXiSﬁ '
3“‘ 76—11<:>x= i i éABEG = A4 =
isi i trizabil este 2. 12. a) Dac >
2 o deci smgurul element sime . ' .
g { ’ } (AB)’ = ABB'A' = AIzA’ = AA’ = 12 AB € G, deci G este parte stabil lui MZ( )
I: 12 = (AB) = dalu R

a ificim in continuare
i i demonstrat a), rimane si veri o
N inmultirea matricelor. ) Cum am ), rr ot ki i
:(irapoit cu 'n’;’?.‘g Operatia ,,-“ este asociativd. G, Operatia ,, are .ele:,i;n;A s ke
9 0 i i G l te simetrizabil fatd de ,,*: Daci 4 € G este snmetnz'a s
AT? Clef{lem (IhnA o AeG=A4-A'=L=>A"=4"In My(R). Verificim
=44 =1, Avem

; mm. -
' ice element din G este simetrizabil fata de ,,
AMT:A'A=12'A:ad;r0;ce4ee;ne , {1 23 4 5) 03=[1 2 3 4 2] i ahe,
1?'.'I)Cmn°=(23415) ”{34125’ 41 23

i identica).
deci ¢ contine 4 elemente. Avem: G = {e, 6, 6%, °} (e fiind permutarea identica)
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(o
e e o 0_2 0_3
b) o (o 0'2 0'3 e .
ollo? 6 e o
3 3 2

o g e o o

¢) Cum operatia ,,-“ este compunerea permutarilor, verificim in continuare axjomel
i mele grupuluj,

Operatia ,, - “ este asociativa, ceea ce este evident. G.: Operatia
. . . . 2' 22 3 * :
element din G este simetrizabil fagi de ,, - “, ceea ce rezulti din mbla*}g;i??ﬂ?iﬂ;er:::uﬁn?re este e. Gs: Orjge
or pe G.

14. a) Trebuie demonstrat ci oricare ar fi 4, B € M rezults ¢iAB € G. Fie A= ( a 3b,)
- b] a )’ U@ bl €Z
. 3 '
si B =(:2 bz), ay, b, € Z.Cum 4B =(aFa2 +3blb2 3(“1_b2 tah
@ ab, +a,b aa, +3bb,

€ Z, rezultd ci M este parte stabili a lui M, (Z) in raport cu inmultirea matricelor b Ficacy
; >4

) .
St @1ay + 3b,by, a1b, + @b,

=0, I sau2 (mod 3). Perdnd, @+ 1= 02+ | = |
R Luss . =l(mod3)sau?+1=12+1=
2°+1=2(mod3)decid®+1 # 0 (mod 3). ¢) Presupunem prin absurd ¢ det( Z(in_o;i 2 f;u a;b-: =

1 +1=34 i .
©alz - ’falsmnb)'d)DaCﬁA € Msig™ € M= det(d) e Z det(4™") € Z. Cum d t
-y = -1y _ i - et(4) .
;i:t(g )_dEt.(A.A )=detly =1 det(4), det(a™) e {~1, 1}. Din ¢) rezults cx det(4) = 1 =
. entruoncex,y,zeRavem(x*(y*z)=x+y+z+xy+xz+yz+xyz=(x*y)*z de:c' *
> 1,,%“ este

asociativi. 5) Se arati prin inductie cj
Hrxrrx, = (0 +1)(x, +1) (
2+1).(x, +1)~1, de unde

l*l*...* 1 =2§_4. 2009
3 2008 233 2#.08—1=2008. 16. @) Cum (rop)ez=2 ., 07
. x+y Xy+xz+ yz
(—+—+—J S it > rezultd ¢ (xo y)oz = 1,1y
PR P Y)oz= ;+;+; ,oricarearﬁx,y,ze(O ). b
Pentruoricex,y,ze(o,oo), avem (xoy)oz= far xo(yoyz) ¥z P
" 5 o Z)=Xxo = —
Xy +xz+yz Y+z xy+xz+yz’

adicd ,,0“ este asociativi. ¢) Folosi
» olosind faptul ¢z o« iati ; ;
Ll l, oLy p o7 oo sl aplicind a) avem
234100 1555 T @3+ etel o o L
56 7100

(#olol ol 1 1 11
243+4°5°6)°7°8 " Tog = @+3+4+5+6) om0l 1 _

100 78 7100

1
(\2+3+4+5+6°%°3°'"°1;0= (2+3+4+..+100)" = (@J—l#_ Alternativ
5049 '
demonstram prin inducfie x 0x,0..0x, =[_l_ | o, il )" " 1 1 1
1 6 ox x| Sy x,=—,x2=§,--.,x,,=l_(ﬁ
= 5°;o...om=(2+3+...+100)"‘=$.

|7 . a) Ilebuie de nstrat ci oric € ( ; [‘ezl]ha o ( ; (
MO are ar ﬁ € um
-f;zlla 4 f;zbz > 'f;lbl ayb, .

f;l o f =
b = M eG (d
i b;zgum :az,:bm. ( e(jartice @a # 0 pentru a; # 0 gi g, = 0), obfinem ceea ce trebuie
1°. Compuner Uflunen'l.onstmt a) ramane sd verificim in continuare axiomele lui:
€a functiilor este operafie asociativi, 2°, /10 € G, fiolx) =x 5;"2 lﬁ{ll. tfel
RS Doufoer) 22ty astfel incat £}, o

L

fa,b ofl b =11 s°Sf.s =N 0, deci orice element este simetrizabil. 18. @) Din x*y =1 rezulta ci

g
a a a a

%7 =1, de unde logaritmind in baza 3 avem log;y-log;x=0, deci x = 1 sau y = 1. ) Vom
verifica axiomele grupului: Gy: Trebuie demonstrat ¢ Vx, y € H=> x*y € H. Avem x*y=x"875j

cum x € H=> x*y > 0; presupunem prin absurd x*y=1=> x*®” =1 = x =1 sau y = 1, absurd,

¥ [ = fab © fio = fars Vfab € G, deci fig este element neutru. 3°. Vf,, € G, 3 f, , astfel incat “
|

deoarece x, y € H. Deci x*y € H.

Gi: Operatia ,,** este asociativa. Pentru orice x,y, z € Havem (x* y)*z=
(Xlogsy) xz=x BB ar xx(prz)=x*y BT = xBTBY adica  * este asociativa.

G,: Operatia ,,** are element neutru. Ciutim e € H astfel incit x*e = e*x = x, Vx € H, adica
X°B¢ =x,Vx € H,deci logze =1 => e =3 € H este element neutru.

G,: Orice element din H este simetrizabil fatd de ,,**“. x € H este simetrizabil daci si numai daca 3 x'
1

e H astfel incat x+x' = x'*x = 3. Avem x°B* =3 = logy’ - logax = 1 = x'=3"8*; cum

1
38 % ¢ (0,00) \ {1} rezultd c3 orice element din H este simetrizabil.

fn concluzie, H este grup in raport cu operatia ,,**.

1 Ina 0 1 Ina+lnd O 1 In(ab) O
19. @) Notim U(a)=|0 1 0. U(a)U(b)=|0 1 0|={0 1 0 |=U(ab).
0 0 a 0 0 ab 0o 0 ab

Cum ab > 0, rezults cerinta. 5) Inmultirea matricelor este asociativi. Elementul neutru este
L,=U(1)eG,iar U(a)_l = U(l) G,l >0. In concluzie, (G, -) este grup.
a a

20. a) Calcul direct. ) Vom verifica axiomele grupului: Gy: Trebuie demonstrat ¢3 oricare ar fi A(x),
A(®) € G, rezulti ¢i A(x) - A(y) € G. Aratand deja punctul a), avem A(x) - A(y) = A(x +y) si cum x, y
€ R,decix+y € R = A(x) - A() € G; Gi: inmultirea matricelor este asociativi; G, Existenfa
elementului neutru, observim ci I, = 4(0) € G, deci elementul neutru este chiar L. ; Gj: Orice
element din G este simetrizabil fagi de inmultirea matricelor. Dac A(x) € G este simetrizabil, 3 A(x")

€ G astfel incit A(x) - A) = A(x') - A(x) = L.
1-2x .
Avem A(x) - A(X) =L = Ax +x) =L = x+x' =0 = x' =—x, deci A(x) =[ 5 ‘14 ZxJ §t cum

4)=Aay

x' € R, obtinem 4(x') € G si orice element din G este simetrizabil. ¢) Observim ci (_1 1

Atunci (31 41) =(A(1)"=A(n). 21. @) Observind ci x*y=(x-5)(y-5)+5, din

X*e=eg*x=x,VxeR,avem (x—5)(e-5)+5=x, Vx € R, adici (x-5)(e—6)=0, Vx € R, deci
e=6.b)Din x*a=a*x=a, Vx € R, avem (x - 5)(at ~ 5) + 5§ = a, Vx € R, adica (x — 6)(a — 5) =

0, Vx € R, deci a. = 5. ¢) Trebuie demonstrat ca oricare ar fix, y € G, rezulti ci x* y € G. Avem x>
0,y>5=>x-5>0,y—5=0deci (x-5)y-5)>0. Obtinemxy—Sx—5y+25>0:$xy—5xj5y+
30 > 5, deci G este parte stabild a lui R in raport cu legea ,**. d) Cum am demonstrat ¢), ramane sa
verificim in continuare axiomele grupului abelian: G,: Operatia ,,*“ este asociativa. Pentru orice X,
z e G,avem (x*y)*z=(x-5)(y—5)(z—5)+5=x*(y*z), deci »** este asociativd. Gy: Elementul
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neutru al operatiei ,,** este 6. Gs: Orice element din G este simetrizabil fafi de ,,** Fie x ¢ G

Cautim x' € G astfel incat X*x'=x%x=6, Avem (x—S)(x'—5)+5=6<:> x'=5+

€50
Ga: Operatia ,,** este comutativa. Pentru x, ¥ € G arbitrare, avem x * Y=x-5)@-~ 5)x+—55 =y *x) |
operatia .« concluzie, (G, *) 8D abeliy,
e 1*2*3*...*2012=(1*2*3*4)*5*(6*7*...*20]2)=5 , deoarece x*5=5"‘x=5,VXE]R i
Inductie dupi n. 22. g (x*y)*¥z=x*(y2z) @(a—S)(z—x):O,Vx,y,zeZ Sa=5.p Sy

deci este  comutativi. In

este

eox=xoe=x,Ver<:>x(6e+5)+6e+a=0,VeZ c>a=5,e=—§eZ, deci legea py ar,
e

element neutru. ¢) ((—1)*2)*((-—1)*20]3)=a <:>(a—6)2+2(a—6)=0c>ae{4,6}, 4 Ave
x*y=6(x+1)(y+1)~1. Prin inductie rezultd ci x, +x, *otx,=6""(x, +1)(xz+1)__,(x"+1)\1‘
Obtinem  152+3+...#2013=6"""2.20141. ¢) Avem X*p=pVxelZ @6(x+1)(p+1)=p4,
S p=-1. ) Avem x*x*x=287<336(x+1)3—1=287c>x=1. 23. o) (1*2)::3:1*(2*3)
< a=-3. b) Daci legea este asociativi, rezulti din punctul anterior ¢ g=-3 . Pentru g=-3 avem

3 3),3 3
X'Y=‘2(x‘5)(y“5)+'2‘:> (r*y)*z =4(x-5](y-%)(z—§)+§=x*(y*2), Vx,y,zeR.

©) Legea are element neutru <JecR,x*e=esx=xVxcR <:>x(—2e+2)+3e+a=0,verR
3
< e=lL,a=-3 d) Daca (—w,;} este parte stabila, atunci %*%S%, de unde a<-3, Reciproc,

. 3 3 3 9 9 3 4
atunci pentru x,y<> rezulti xs =2x-Z|y-2 = < =
p y 3 Zu xX*y (x 2)(}: 2J+a+25a+2s . In

2

dacd a<-3,

. 3
concluzie, (—00,5] este parte stabili daci §i numai dacd g<-3. e) Fie G=(—oo,i). Avem
2

3 3) 3 :
x *y=—2(x—5j( —EJ+E. Ca la punctul anterior, rezults c3 G este parte stabila. Legea este

1

asociativi 5i are element neutru. Fie xeG. Cum xox'= xox=1¢& (x+ 2)(x'+ E) =
2 4

2

1

, 3 3 : . .
x =5“\2 (2x+ 3) <—2- » deci toate elementele sunt simetrizabile, Jf Prin inductie se arati ca

n- 3).3 =k Y50 .
Nrxrky =(=2)" I (x,.—5)+5, deci 1*2:3:...*2013:%. 24. ¢
=12, ..n

l"2=0¢>\/3'9+a=0<::>a=—9. b) Avem (x*y)s; =,3/x3+y3+z3+2a=xt(ytz), Vx,y,zeR.

¢ Legea are element neutry <> 3JeeR,x*e=e*x=x,VxreR o+ =a=xvreR
“SEE3 e . 1
S e=-Yq. d) Legea este asociativy $t are eclement neutru. Fie xeR . Atunct

Ve o I3, a3 [ o 3 .
Yox'=xox=eosYd x4 =-32 c>x'=—34+x3e]R, deci toate elementele  sunt

- . - . . . : i
Stmetrizabile. e) Prin inductie dupa n se demonstreazi ca X *x, k. xx = 3’ E x; + (n —l)a , dect
k=1

(‘1)‘0*1"‘2*3*4=3/ll4. D Avem x*x*x*x*x={/5x’+16:>5x3+16=l:x=—3/§-
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’v,

(3)* S ()= F(3)+ S(PYHT =54 p=T= f{x+ 7). V5. €K, Go51 ; osee smnsin, o
@) / functie de grad 1, rezulti ¢ f este bijectivi, deci izomorfism. &)
este

S e w10 = f(8)*£(9)* F(10)5.x f(1T) =/ (8+9+..+1T)= f(125)=118. 26, @)
203 =f(x+y).Vx,yeR e ax+b+ay+b+3=a(x+y)+bVx,yeR <b=-3, deci f
f(x)'f(y) % si numai daci aeR §i b=-3.b) Alegem a=1,f(x)=x-3. Deoarece f este
e morfism dac Z I, remlte o f bijectivd, deci izomorfism.  Atunci
ﬁlﬂc‘ie ‘:i =g;xl)°f’(xz)o...°f(xu)'_‘f(xl+x2+---xn+3n)=xl+x2+"'x"+3(n_1)' 27. @
5, 0% 00O % n +y-1)=e"e¢" = f(x) f(y), deci f este morfism. Cum f este bijectiva, rezultd
/(xo}’):f(x % Xoxoxox=5& f(xoxoxox)=f(5) e

este

este izomorfism. b)

a functia f
&f(x)“:.f(S)Oe““":e“©x=2. 28. @) Avem xoy=(x+1)(y+1)-1. Pentru x,yeR

s f(x)of(2)=(f(F)+1)(f(7)+1)=1= =m-1=7(2). deci / este morfism. Cum f
rezu s s
1e bijectiva, rezultd ca feste izomorfism. b) xoxoxoxox=(x+1) “1=(x+1) =22 x={2-1.
e
o ) Legea ,,0* are elementul neutru e=3, iar legea ,,**“ are elementul neutru p=2.b) Daci
2;. ate oefsm, atunci f(e) =p=>a=-1.Pentru a=-1 se verifici usor c& f este morfism. 3¢,
es b

a) Trebuie s3 demonstram ¢& f(x+y)=f(x)f(y),adicd 7" = 7*7”, ceea ce este adevirat, deci f
rfism de grupuri. b) Pentru ca f: Z — Q" s3 fie izomorfism, stiind c3 f morfism (din a), este
mo .

. NP
necesar ca f si fie bijectivd. Cum pentru y = —1, nu existd x € Z astfel incdt 7° = y = f nu este

surjectiva, deci f nu este bijectivd, ceea ce inseamnd ci f nu este izomorfism. 31. a) Tret;ule
d:?nonstra:t ciVx,ye G=> x*y e F. Avemx>4,y>4,decix—4>0, y-4>0; obtinem (x — 4)(y

—-4) >0, de unde rezultid xy — 4x — 4y + 16 > 0, deci xy — 4x — 4y + 20 > 4, z.idicﬁ x*y e. 4, tf). b)
Cum am demonstrat a), riméne s3 verificim in continuare axiomele grupului: G,: Operatia ,,** este
asociativi. Observand c& x*y =(x- 4)(y—4) + 4, avempentru Vx, y, z € G, (x*y)*z=[(x -
4Yy-4)+4] %z = (x — 4)(y - 4)(z - 4) + 4, iar x*(y*2) = x*[(y — 4)(z—4) +_4] =(x~4)(y_f4l)/;i_2
+ 4, deci (x*y)*z= x+*(p*z), adici ,*° este asociativi. G,; Cautim eeG astfe 1;1c :
Xre=exx=x,VxeG,adicd (x-4)(e~4)+4=x,VxeG, adici (x—4)(e-5)=0, Vxe“G, eci
€=5€G este elementul neutru. Gy: Orice element din G este simetrizabil fatd de ,*“. Dacé
*eG este simetrizabil, Ix'eG, astfel incit x*x'=x"*x=5, adici (x-4)(x'-4)+4=5, deci

x'-4=L de uhde s Snina x'=4+—]—4- Cum x'e(4,+oo):orice element din G este

Sitmetrizabil fats de G. ¢) f:(0,00)— (4,), f(x)=x+4 este morfism de la grupul ((0,%), -).la
= 4 ar
Bupul  (G,*), decarece  f(x-y)=f(x)*f(y) (pentru ci  f(xy) x{) + " ld '
f(X)*f(y)=(x+4)*(y+4)=xy+4, deci f(xy)=f(x)* f(»)) si de asemenea, [ uec(o g
Unde rezults fizomorfism. 32, @) Prin calcul se verifici usor ci f ()= f(x)* f(y),¥x,y €(0,0),
2+x ] izomorfism.
deci feste morfism. Inversa functiei f este g:(-2,2) > (0,0),g(x)= = deci feste izo
N=7(3
b Fie ue(0,0) cu f(u)=x.Atunci x*x*x=1e> f(u)* f(u)*f(u)=71(3) <:>f(“ ) f(3)

Su=Y3, deci x=f(3/§)-

A
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1 ’x+y 0
33.q) A(x)A(y)=|0 1 0 |=A(x+y),x+yeR.
0 0 4

) Inmultirea matricelor patratice de ordinul 3 este asociativd. I, = A(O) € G este elementul
; n neutrmy
Fie A(x) € G. Cum A(x)A(—x):A(x—x)=A(0) = orice element din G este simetrizabil.
. . - In
concluzie, (G,”) este grup. ¢) Functia f:R—>G, f(x)=A4(x) este morfism de la grupul (R, +) |
> ) la

grupul (G, -), deoarece f(x+y) = A(x+y) = A(x)A(y) . De asemenea, /" injectivi pentru ca daca

= f(};) SAX) =AW D> x=ysif surjectiva pentru ci orice element din G este de forma 4 =

dec; aparfine imaginii lui £; Am obfinut f bijectiva, deci f izomorfism. 8 Ax) =),

34.9) Calcul direct. b)) Cum am demonstrat a), riméne s verificim in continuare axiomel

G Inrpul;irea matricelor este asociativa. G,: Existenfa elementului neutru; observam 'ele o

G, deci elementul neutru este chiar . Gs: Orice element din G este sime’tn'zabil fa acg A A(O_) €

matricelor pitratice de ordinul 2. A(x) € G este simetrizabil, 34(x") € G astfel Tnc{it A(ex)lnn;u(lt:;ea
* X} =

A() - AR) = I, Avem A(x)A(x")= A(2ox'+ x+x") = 4(0) = 20’ +x+x'=0=> x'=——— (daca
i i i 2x+1 A
prin absurd, X' =—— => ——=—— = . 1
2 T g 0=1, fals, deci x GR_{_E} . Am obtinut A(x') € G, deci

orice element din G este simetrizabil. In concluzie, (G, -) este grup. ¢) Deoarece f(x)f(y) =
=A(xy—1)A(y—l)=A(2.(x—l)(y—l)+x—1+y—1 421
; - — s Tt =A -—2—)=f(.xy), S este morfism de
x-1

grupuri. Functia f este injectivd pentru ci = !
D=4 7 . =A(T)<3x=}’ §i este

surjectiva pentru ci orice element din G este de forma A(x) = f(2x+1), deci apartine imaginii lui f.

35. Daci A,BeG, det(4B)=detAdetB=1, deci ABeG. Daci AeG, atunci §5i 47'eG
o ) ’ s
deoarece 44 —Iz,det(AA l)=det12=l, det Adet(47") =1 si cum detA=1=>det(4™) =1

36. @) Fie x,yelU,. Cum X "—i— =
. 5 X —1:>;eU,,, rezulti concluzia. b) Fie xe H. Atunci

odH _ _n .
=x"=H cU, . Deoarece multimile au acelasi cardinal, rezulti cerinta. 37.a) H este parte

I=x
stabild a lui S5 in raport cu compunerea permutirilor, deoarece Vo', o' e H > 0" . 6! ="' e H
De aseme By log i ’ s .

nea, (0*)'=0*cH (o°=¢), deci H este subgrup al grupului (Ss,). b) Din calcul

rezulti ¢3 ordinul lui
ui o este 6. 38. @) &¥=cos30r+isin30r=>c%=1. b

Sz 5
1=(c0s——+isin—”) = Skz . . Skx _ Sk
7 7 cos 2 +1smT<:>7e2Z 14|k, deci ordinul elementului & in

grupul
pul U, este 14. ¢) H este subgrupul generat de £. 39. Avem xo(y*z)=(xoy)*(xoz)<
< —1 = .

(a-1)x=0,Vx,y,zeR, deci a=1. 40. @) Observim ci xoy=(x+2)(y+2)-2. Avem

Xoy=-2&(x+2 L _

ale inelului tﬁeb -)(y+.2) PQ x—-2‘ sau y=-2. b) Pentru a determina elementele inversabile

astfel incat’ uie mai intdi si determindm elementul neutru fatd de operatia ,,¢“, ciutim e€ 7
xoe=eox,VxeZ,adicd (x+2)(e+2)-2=x, VxeZ, deci (x+2”)(e;l)=0 vxeZ,

de und ==
) nde e=-1e€Z este element neutru fagi de ,,o“ Apoi, xeU(Z)<>Ix'eZ astfel incat
ox'=xox=-— y
xox=-1a(x+2)x+2) =1 o x+2e{-L} @ xe{-3,-1} @ U@)={-3,-1}

Fuﬂc‘ia [Z—Z, f (x)=x—2 este morfism de inele de
g +y—2=x—2+y—2+2=f(x)*f(y).

urm
x‘()’”)=e
geste €
2 (7)=*%
astfel int

peutry al legii »
aeQ astfel incit x Le =@
!

elementul neutru pentru ,,

oarece avem:

o, [N =
2 f(xy)=xy-2=f(X)°f(y), Vx,y€L-

. oia fiZ7 Z,f(x)=x-2 este inversabila, avind inversa Nz o2, f7(y)=y+2. Prin
Fun | log, xtogy y

are, J ©St€ izomorfism de la inelul (Z,+,-) la inelul (Z,*,o) _ 41, Avem x*y=e

log; xlogz YloB2? = (x % y)* 2, deci legea este asociativd. Cum x* 2=2+x=€"2" =x, deci

jement neutru. Fie x¢& (0,0) ~{1} . Cum x* 298:2 =2 rezultd ca x este inversabil. Deoarece

loga y+10827 _ l0B2Y 1827 = (x * y)-(x* z), rezultd cerinta. 42. a) Cautam e€Q

logz ¥ - x
vx e Q, adicd x+e-5=x,VxeQ, deci e=5cQ este elementul

cat xle=elx=Xx,

1 “ b) Determin
1x=xVxeR, adicd x+¢-5=x,VxeQ, deci ¢ =5€Q este

im pentru inceput elementul neutru ¢ al operatiei L« cautdm

1 “. Apoi, determindm elementul neutru e, al operatiei , T Cautam
Tx=xVxeQ, adicd (x-5)(e -5)+5=x,VxQ, deci

e,€Q astfel incdt xTé&=€
=6eQ este elementul neutru al operatiei ,, 1 (am

(x—S)(e2 -6)=0, ¥x€Q, de unde rezultd e,
=(x-5)(»y- 5)+5). Pentrua demonstra ca (Q,.L, T) este corp, trebuie ca
{s} sa fie inversabil. Daca xeQ-{5}, I'eQ- {5} astfel incat

':51;25—. Mai trebuie verificat ca

xTx'=xTx=6, adica (x—5)(x'—5)+5=6, deci x e

observat faptul ¢ x Ty

orice element din Q-

5x—254 ¢5<:>5x—24¢5x—25 , ceea ce

xeQ-{5}. Cum x'e Q, ramane sa aratam ci x'#5¢<

este evident. Deci (Q,L, T) este corp- ¢ Funcia f:Q>Q.f (x)=x+5 este morfism de corpuri,

y+5=x+5+y+5—5=f(x).l.f(y)
Q- Q,f(x)=x+5 este si bijectie,
uri. d) Se

deoarece Vx,yeQ,avem: 1° f(x+ y)=x+
2 f(xy):xy+5=f(x)Tf(y). Functia f
VyeR,3x=y-5€Q astfel incat f(x)=y-
a xTonT..Tx= (3 -5)(%

deoarece

Asadar [ este izomorfism de corp

demonstreaza prin inductie dupd 7, -5)..(x, -5),cu neN #

Xj5Xg5e0s X, € Q.

43, Demonstram ca aeZ, este element inversabil al inelului (Z,,+) dacd si numai dacd este

relativ prim cu n. .
»= “ presupunem ci a este inversabild in inetul Z,. Atunci 3b e Z, astfel incat ab=1. Cum
(am folosit faptul ci x= ; & x{mod n)= y(

ab—1=nk . Asadar

ab=ab=1 remita c& nlab-1 modn) &
nlx~y o x=y(modn)). Exista deci keZ astfel  incét
a-b+n(-k)=1=>(a,n)=1

»<=*  Reciproc, dacd (an)=1,

1=ah+nk=;71+rﬁc=3;:+6=;;1, rezultd ci a este eleme

ah+nk=1. Cum

Z, $

kel astfel  ncit

nt inversabil al inelului

elului (Zm,+,') sunt i,i,gﬁﬁ .

el
(a) = h . Deci elementele inversabile ale in
pumai daci detA€ {i,5,7.01} . Fie

44. 0) Demonstram ca Ae My(Z,y) este inversabila daca si

-~



AeM,(Z,,) inversabild si fie B inversa ei; atunci det(4)det(B)=det(4B) =1, degi
det(4) e {1,5,7,11}. Reciproc, fie det(A)e{i,gj’ﬁ} . Din Ad*=det(4)l,, cum detd eg
element inversabil in Z,, , rezulta z‘i(det(A)"A')=12 , deci det(A4)' 4" este inversa matricei 4. b)
Se demonstreaza prin calcul ¢ 4™ = 4,

45.a) a,b,ce {6,i,§,3} , deci fiecare poate lua céte 4 valori. Atunci numérul elementelor multimij ¢

este 4-4-4=64. b) Fie X=[a bJ;Xz =[
c

a® ab+bc
0

i0
; Xi= P
0 &2 [A 6J,rezulta a =1t =0 si

0

b(a+c)=6,a2=i pentru ae{i,§},c2 =0 pentru ce{ﬁ,ﬁ} . Daca a=i,c=6, atunci b =0 Dacs
. a

a=l,c=2, atunci b=0. Daca a=3,c=0, aunci b=0. Daci a=3,c=2, atunci b=0. i

concluzie, avemn 4 solutii. - In

46. a) Fie X, = [a' 2b'],X2 = [az ?J’ZJ; Y, =("1“2 +2bb;, 2(ab, +ayby) _[a 2 o
b a b, a ab,+aly  aa,+2bb, b a) e

X,X2=02:>det(X,)det(X2)=6:>det(Xl)=6 sau det(X2)=6, Fie det(Xl)zf), —

2, 32_A s 0 ;
a’ +b} =0, deunde g =b =0, deci X,=0,, fals. Rezulti ci H este parte stabild a lui G in raport
cu inmultirea. Deoarece X;'=(det.X, )_I[ o 2-h )]¢02 , rezultd ca H este subgrup. b) Fie

_ &
x=|? 2|, x
b a

2 a +§b2 ab
b a?+2b?

3 ] Daci X*=1I, rezulti a®+2b*=1 §i ab=0. Pentru

= 0 1 1 a 2 3 i 0 1 3
a=0 nu existd beZ, astfel incit a +2b%=1. Pentru b=0, obtinem a=1 sau a=2. Solutiile

0 este element neutru in (Zg,+) §i 1 element neutru in (Z.-,.') , rezultd ci f (0)=1. Avem

* TS 2 I
A 2 3v_ £(3). £(3). F(3) =3.3.3=6 50. g) Fie X,YeH, X={ .~ - i

f(6)=f(2+2+2)—f(2) 7(3).7(3)=3.3.3=6=1. 50. @) Fie (0 1) g
n » _ Atunci XY=[X1:V1 x|)’2i+x2)_ Cum xl,yle{—i,i}, rezultd x,yle{—i,i}, Deci

r={p 1

xYe H. Folosind proprietatile tnmultirii in Zs

m n . . 2 _ .
matricelor. b Fie X=(6 .). ord X =2 daci si numai dacd X*=1,,X#I,. Obtinem

se aratd ¢ H este grup in raport cu inmultirea

. 5 )\

0 1

(mz mn+n}-(l 0} de unde remlts o =1 n(m+i)=6_ Din m’ =1 obfinem m,=i$i
=—i.DacZ\ m=i,atunci n=6$i X=1I,

care nu convine. Rimane m=4si neZs, deci H are

m .
5 elemente de ordin 2.

Polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ

a=1= grad(f)=1; a=-1= grad (f)=2.2
~1.5.Seimpune f(-1)=f(2)=-2
X+ 2X%+ 8X7+ 16X + 30,7

Tema 2.4
1. gztl=> grad(f)=4;
p=—2X+9 3-a)f(1)=32°+1;b)a0+a40=4,4.r=f(1)
5.6, gc=X*-X>+5X*-5X+3,r=2.bc=
fh=a+b :{a+b=3 :{b=6 ro_3X+6.
f(-)=-a+b -a+b=9 a=-3

9. f=X‘+X3+2X2+X2+X+2+(a—1)X+(b—2)

c=3X2+X+6,

=2a+ iI5a=
-65.7.f =(X*-1)c+aX +b.

3-r=f(—1)=0<:>a+ 8=0=a=-8.

=

w

@

E

=

=)

o

uw

P

<

o

& A n N

= Tz, 1 0 20

U ecuatiei sunt i - A2 o5 62 a4 zad 2 A A2 oA _(y2 2 2 o 2 =1si b=2.

J ‘ (() 1] o [6 5)'47- @ Cumin Z,, 0 =0, 1" =1, 3" =4, =2, &3, (X2 +x+2)(X7 #1)4(a-1) X b2 X +X+2|f & a=lsi

L 2 .

S 2 . o pen 10. f=(X2+X+1)(X2—X+l), g=(xex+)(x+ ). d=X X+l

-4 5 =4 1 6 =1 1 2 <1-9- = 2000 __ 2 N

R R e e el e s el g 1 )y BESEELE 120

o A A = — 2 . X +X,+X3=9. = 2

W Incluziunca inversa provine din 00 _ o0 3 50 gt o 500 _j6m2 5 A m (X *X+ 1)(X X% 1)(X +1) @ xrntn X,Xy%; 1

= O CoT =4 TS 2 s v, 2

e abeZs= i . ) : - L w:—,

5 1 €ls {0,1,2,3,4} . Adica fiecare poate lua 5 valori. Atunci mulfimea M va avea 5-5=25 X +xt+x =(x,+x2+x,)2—2(x,xz+xnx3+"zx3)-25+4‘29 R x|;c2x3 1 ¢) Avem

o Clemente.

4 i b i g . espies et Fe  S=seded. Pin e rmid @

< a ——— 1 1

& BFic 4=(0 1 0|em, B=|0 1 0leM. Ob L oara brb §,=-55,+25,-9 =-164. 13- 9 f=(x-x1)(X—x,)(X—x;)(X—n) =

w n » B= €M . Obtinem 4-B={0 1 0

w TN L (-x)(1-x Y= x)(A-x,) -1 14. g¢) Avem

g 0 0 1 0 0 1 0 0 1 (1""1)(1_"2)(1""3)(1"‘4)=f(l)=2'b) l x,jczx,x‘ =/m=2 )

w cra , ;g H

T ) 9um M este o submultime finita a grupului matricelor inversabile din M ;(Z;), si M este parte X =x-3x+5, ief{l, 23} Prin insumare rezultdS; = S, 35, +15. Analog, deoarecej j

g stabila t:agﬁ de inmultire, rezultd cerinta. xt = X3 +5x, iefl, 2,3), prin insumare rezulta S, =8;-35,+55,. Ccum S =1 $ ;
49, a) 3x2=—§> 1 2=‘ i N_ : ' ' = i =27. b H

é , adicd x* =1, de unde (x l)(x+l)—0 si cum (Z7,+,-) este corp, nu are divizori S2=(x1+x2+x3)2— 2(x1x2+x,x3+x2x3)=—5 = §=-5 -3 +15=17 slS4—7+15+5 ) ;
ai lui .o s - A\6 4 IV I = k

; Pl lui zero, deci x=1 sau x=6. ) Cum (3) =1 si (3) 1, k=1,2,3,4,5, ord(§)=6. Bl lezxzz(xl +xz+x3)(x|xz+x2x3+x3x,)—3xlx2x3——12. ':‘
resupunem ci existi un morfism f: S i :

. Fi(Zg+)>(Z5,), deci f(x+y)=f(x) - f(¥).,Yx,yeZs- :

2:

234
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15, a)f(‘x)=(x2—x+l) +(x2 +x+1)‘=f(x), Vx € R . Polinomul g=f(X)—f(—X) .

infinitate d ini
e de ridicini, 0. Rezulta ci f(X)=f(—X):az,‘+l =O:>a]5

deci g =

bay+a+ay+. +ay=f(1)=3%, VAOLIAG))
w=/(1) ~&) fo VOB G = T S 3%

16. @) x +x,+x;=—a=qa=0; T XX 400 =b = p=_3, NB=C2e=2.9) x =5
X, =—~/§ = X3 =-a € Q. ¢ Presupunem cj Jf are o radicina & intreagi. Notam g catul 'i 2
polinomuluif la X —k. Atunci f(O)f(1)=(—k)(l —k)g(O)g(l):k(k_ 1) impar, fals
17. a)f=X(X2+12)(+20)=X(X+10)(X+2):>x, =0,x, =~10,x, =2, ‘

MPartir;;

2 2
b) (x—x) +(x,-x) +(x, ~x,)? =2(Jr,2+x22+x32)—2(x1x2 XX +xx) =324 <120

NP U B

X X, X3 X,

18 @x,=tlx,=+2; BHh=4x*_sx?41. 19, @

) XXy XX, e
B)r=(a+8)X=-7.¢ x*+x24 2y 2"
)r=(a+8)X-17.¢ x +x; +x tX=57<0. 20, a)f(3)—f(l)=80a+2b=2(4oa+b)_b)

f(x)—f(y)=a(x“—y“)+b(x_y)_ Cum x—y|x*-y* rezulty concluzia. 21. a) f1) =f-)=yp
>a= = . :
T e A R AT L
fl, b = 12. 22, g) j}(6)=j(i)=f¢6:fnu are radicini in Z,. Cum ;r:d(j,):;;:):f'ae;;
;r(f:llilxcl::;il ml Z ;[i/\’].d:)CiDacé f= g‘- heug heZx] st grad & h21=gsihare coeficientii
: e g:’ad &h21. Remlts f=g.p 1y Z,[x], fals. 23. a)
SO+ T+ 1D =3a+1=1.8) 523 o e ireductibil & fmu are radacin inZ; o a=i.24, g
g=(X—l)(X-2).b) f(2)=120=> x-2 m divide polinomul £, deci g nu divide polinc.)mu.l f
c)f=gc+aX+b,ce]R[X]. Din f(l)=a+b i f(2)=2a+b remilts c3 a+b=l,2a+b=l.
=a=0b=1=r=1.25, g JO)=n=n=0,7()=1 +m=m=_1 p S;=-2m=2=m=-1
C)f=(X2+X+ ])(XZ_X+ 1). 26. a g=(X—l)(X2+X+2); S0 ge5-5
@0=2-a Din impimirca Wi f la X'4x4; e obfine a=-3b=1. p
f=(X-1)(X—3)(X2+X+2). 27. o f=X(X2‘1)‘9(X2—l):(Xz—l)(X_g),: r=.0 :

c=X-9. b Radicin; i i
) Ridicinile sunt %1, £3, care verifics relatia. ¢) f(3")=0 S F=4] 3F =9

X, =0 =
bn 2,x22 2.28. 9 (l‘xlz)(l"‘zz)(l‘xzz)(l‘xf)=H(1-X,)(l+xi)=f(l)f(_1)=(a+2)2
5 .
) X, +X2 +X3 +xf=s,2—2s2=4—2a :>4—2a=8:>a____2‘ 29, a)x|=x2_l X, =-2 b)S 0
S, =6 =% . _ TSy < 1=V
2 » 85==3m §t S4—3SZ—mS,=18.c) x12+x22+x32=6:>,x1,=,x2|=1 Silx3l=2.Cum

X +x, + = a & .
TRTET0 S smn =l sin = D m=2saux=x,=-Lx,=2=m=2 .30, Radicinile

lationale ale lui f pot fi numaji numerele +1 si —l !
st +—, Calculéndf(l),/( 1 > ( ) _l inem
2 ) f 2 s f N ob;me

aei-5 —_ i + =]
{ ,l} -31. @) Un cmmdc este X2 -1 $1 un cmmmc este (X2 I)g. b) Mulfimea U,Nu, U,
are2 e i r 6
, lemente, dec1 U4 UU6 are 8 elemente. 32, ll) Fle e C o rédéciné a lui g $l restul impérpnl
ul la ir = = + + i = + + r— =
Slag Atunci (a) f(a) 32 +2¢ 6.Fie h=3x242x 6. Cum ( h)(e) 0, g are trei

€o
§0.

.. distincte si grad(r—h)<2, rezulti ci r=h. b) Fie ¢eC o radicina a lui h §i r restul
cint .

i Juif la A Avem r(zf,-)=f(¢:,-)=3gZ +26+6=3(—c-1)+26+6=-c+3 . Fie p=-X+3.
de mai sus rezulti cd r=p. ¢) Fie £¢eC o radicini a lui £ Avem &° =1 si

argumente]e
cv 7(e)= £* +3£% + £+6 . Cu argumentele de mai sus rezulta cd r=X*+3X? + X +6. 33. Fie
£)=

% irii ui f la g Atunci r=aX+b si f:(X+1)2c+aX+b,ce]R[X], Obtinem

restul mpart
r =-a+tbs(-)=a. Pe de al f(-D)=-20,  f(-1)=7>
f( p=-13,r =7X-13. 34, Fie r=aX?+bX +c restul impartirii Iui f la g Obtinem

parte,
a=7,,cf(1)=a+b+c,f'(1)=2a+b. Pe de alta parte, f(0)=0,/(1)=2%,/'(1)=80-2"", de
u{lfi:)—,;w.zz"xtss.zz"x. 35. Fie r=aX+b restul imparirii i f la g Atunci
f,(X_1)2c+aX+b,ceR[X], a+b=f(1)=-20, a= f'(1)=1. Rezults
f=(X-l)2c+X—21,deci f(-1)=4c(-1)-22. Cum f(-1)=-22, obtinem ¢(-1)=0. 36. a)

Un polinom cu proprietatea din enunt este  X*—X*+3X*~5X +1. b) Primele doua relatii ale lui

1 1 1 1
ie i i gimplici —+—+—+—=—
Viete aplicate lui g imp 12 x22 x32 3

deci

5<0, deci nu toate ridicinile sunt reale. 37. a)
1 . .
.3 2 —0i= n
Avem x,f' —2x,.3 +x,2 +x,-1=0, deci x} -2x? +x,+1— Y 0,i=1,2,3,4. Prin insumare obtinem

1 1 1 1 . 11 1 1 5
- 4-| —+—+—+—|[=0. Cum §,=2, §,=2 i —+—+—+—=2=1,
$-2% 5+ (xl X2 X x4] l ! T B R Y

=-2<0, de unde rezultd concluzia. 38.

rezulti S;=-1.5) Avem S, -25,+S,+S,-4=0, deci S,
a) Suma cerutd este egald cu S, +2S5, +4= 4a® ~6b—4a+4. b) Pentru a=b=2, suma anterioard
este egald cu 0, deci toate radicinile sunt egale cu —1. De aici ¢c=4, d=1. 39. @) Cum gradul lui f
este 3, rezultd ca polinomul are o ridicind reald a. Dacd a <0, rezulta f (a) <0, fals. Deci a>0. &)

Din punctul anterior rezultdi ca f are radicinile x,,x,,x>0. Cum x +x,+x=p=3 i

i, X+ X, + X . _ - . H = .
xon=r=1, rezulth ¢ L2 3=3xxx,, deci x=x,=x,=1. Obtinem ¢g=3. 40

Presupunem ci f are toate radicinile reale. Atunci f°, deci §i f" au toate radicinile reale. Cum
8
S"=12X2+ 6aX +2a,avem A =3a(3a-8)20, deci ae (—co,O]U[E,oo) , fals. 41, Pentru xeR,

avem  f(x)=x(x+ 2)2 +(x —3)2 +a-9>0. Deci f nu are nicio radicini reali. 42. Cum
f=(X+1)(X2 +(a—1)X+1) rezulta c& f(-1)=0, iar celelalte doua ridicini ale lui f sunt
Tdicinile lui X?+(a~1)X+1.Cum A=(a —-1)2 —4, fare toate radicinile reale daci si numai dacd
A20<:>ae(—oo,—1]U[3,oo) . 43. Folosim sirul lui Rolle pentru functia derivabila g:R—>R,

g (JC)=x3 —12x+m. Avem #2 radicini pentru g', fare toate ridicinile reale daci si numai dacd
Avem f(x)=0&

8(-2)20 si g(2)<0 <« me[-1616]. 44. Fie xeC".
2 1 )
Q(x—l) +2(x—l)+a+2=0 < 1*+2t+a+2=0,unde t=x——. Daca xeR,atunci 1€R,
X X X
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deci A204-4(a+2)20 a5, Daci a<~1, atunci ecuatia 1* +2f+a+2=0 are ridicinile
4,5, reale. Cum radicinile din C ale lui f sunt solutiile ecuatiilor x’ - Lx=1=0,i=1,2, ¢

A=7}+4>0, rezults ¢ fare toate ridicinile reale. in concluzie, a<~1. 45.a) Avem g, =/'(0).
29

Cum f'=30(x? +X+2) (2X+l)+3O(X2—X+3)29(2X-1), rezulti & 4 =30(229_329)‘ 5

Cum x*+x+2>0 §i x*~x+3>0 pentru orice xR »rezultd cd f(x)>0,VxeR, deci f nu are

nicio radicinild reali. 46. Cum gradul lui f este 3, rezulti ci polinomul este ireductibi] peste Q@ dacy
$i numai daci nu are ridicini rationale. Vom determina valorile intregi ale luj ¢ pentru care f are

radicini rationale. Dacd f (f] =0.p.qeZ,q#0, atnci pg(l, deci L=i1. Cyy
q

f()=a+3,f(-1)=1-a, rezulta cd f are ridicini rationale daci §i numai daci a=-3 sau 4 i

In concluzie, valorile intregi ale lui q pentru care f* este ireductibil peste Q sunt geZ -{-3.1}. 47,
Daci a=0, atunci f(6)=6. Daci a=1, atunci f(i):ﬁ. Daci a=32, atunci f(i)=6. Rezultz
cerina. 48. Avem f(é)za,f(f)=a+§, f(i):f(ﬁ) =f(3)=a+:1 - Deci f are radicini in Z
dacd i numai daci ae {6, i,ﬁ} - Cum gradul Iui f este 3, rezults ci polinomul este ireductibil peste
Z daci gi numai daci nu are ridicini in Zg,ie. ae {3,:1} .49.q) Cum x° =x,VxeZ,, rezulti ci
S(x)=x'+2x*+3=320, de unde rezults concluza, b f=(X‘ +i)(x‘ +3). 50. 4
f=(X2+i)(X2+X+§). b) Cum x*=x,VxeZ,, avem S()=x*+x x4+ =P xlexid=

=g(x),Yx€Z,, unde g=X’+X*+X+3. Cum gradul lui g este 3 §i g nu are radicini in Z,,
rezulti ci g este ireductibil peste Z;.

artea 3. ANALIZA MATEMATICA (clasele XI-XII) . l
:ema 3.1 Limite de siruri. Limite de functii. Functii continue. Functii derivabile |

_IIL"Z*'_I):[E:':“,H 2x__, (cu

In(x? +1) im 2
o0 X—)00

1. @ }i_’,‘lf(x)ﬂ‘_{f;"[l‘ -

): +o0, fintrucidt lim

X—»a0 X

2(x* -1
(x-D* 20,Vx e R, deci feste crescitoare. ¢) f"(x)= 2t B

regula Iui L'Hospital). &) /() == < +1)

de inflexiune sunt -1 §i 1.
S(x) =-1 (cu L’Hospital!) si lim (f(x)+x)=0, deci ¥ =x este asimptot3 oblica
X0

2. a) AVCm xl—l)n-}” X
s i = ta y =0 este asimptoti orizontald spre +o .
1a graficul funcfiei fspre —o. Cum lim f(x) =0, dreapta y p

punctele

<0,VxeR, deci f este strict descrescitoare. ¢) Deoarece f are proprietatea lui

1
b f'(x)=_e’ +1
Darboux (fiind continuz), este descrescitoare §i xl_l)rgo f(x)=+0o, }1_1’1; f(x)=0,rezulti Imf =R.

3. @ Avem f(x)=("-5Sx+4)(x* =5x+6) si f'(x)=2(2x—5)(x*~5x+5). Ecuatia f'(x)=0

545 . Alternativ, afirmatia rezulti aplicind teorema lui Rolle

S .
are ridicinile reale x =3 i X5 =

i i =-1 i tabelul de variatie).
functiei f pe intervalele [1,2] , [2,3], [3,4]. b} Calcul direct. ¢) min f (x)ﬁ (vezi t

x . = ; 2 +oo
f'(x) —_ 0 +++ 0 —-—== 0 +++
f(x) LOO N -1 Va % N -1 /" 4w

2x+1 Ly -0
2x+1 x+1 s LN T _21,1(1+_) j=2—21ne— .
L0 7= 2 2w 0.0y im0 i 2521

' -5 11 "
i i Do tim2=n0+n) 107y, !~ lim =— (cu L'Hospital!).
9 }ﬂf(x)ﬂy’?&f(}]:ly%T’ oM, Tl 2
5.a) f'(x)=e"-1,VxeR. Functia f este strict descrescitoare pe (—,0] si strict crescatoare pe
. , e-x-1_1
- ceox-1 1o
{0,+0) . Singurul punct de extrem al functiei este x=0 (punct de minim). ) lim = 3 (

aplici regula lui L’Hospital). ¢) Din @) rezulticd f(x)2 f(0) <> " 2x+], VxeR.

1
l_xz,erR.b) lim (1+ f(x))" = e. ¢) Din tabelul de variaie rezulta Imf=|: 2,2]

6"')f'(x)=x2+

X | <0 =1 1 +00

f'(x) - 0 +++ 0 —-——-

@ [0 N 3 /S 3 N 0
7.0 fi(x)= X 1= 1 <0,VxeR, deci f este strict descrescatoare. b)
) S N \/x2+l-(x+\/x2+l)

=0 5 deci

" l 1
2 '——"] 3 o ) f( ) i '
—_— R > d Cl S convex. X)= 2
f ‘ x) ( Y l) +1 > () Vx € (& f este Ve' 3. ¢ l]m llm . l
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2
lim £ _ iy Y2414y

dreapta y =0 (axa Ox) este asimptota orizontala spre +o . Apoi, =2
x-0  x Y30 -y

si lim (/) +2x)= lim (Ve +14x) = tim (3771 -y)=1lim
x—>—o x—-00 yo®

y—o0

Y +l+ y
ecuatie y =2x este asimptotd oblici spre —oo

8.4) Functia f'este continui pe R , derivabila pe R\{-L1} si fix)=

2% VxeR\{-]
s - ,]}.
3\/3(x2—1)2

Deoarece lim f'(x) = —o si lin} JS'(x)=+x, conform unei consecinte a teoreme; lui Lagrange, Sare
x—-1 X=>,
derivati, dar nu este derivabila in punctele x = +1 $i f(-1)=—0, f{1)=+mw.
2(x* +3)
R
9(x -1)3(x? -1)
puncte de inflexiune ale functiei sunt x = ~1 si x=1 (vezi punctul @) ).

. 2x+1 _
9.9 f(x)=- si f "(x)=2(x\:1)2>0, Vx>0, deci f este convexa. b) Putem scrie
x(x

b) Unicul punct de

extrem local al functiei f este x=0.¢) f (x)=  VxeR\{-11} . Singurele

1
x(x+1)

S(x)=In(x+1)~Inx, de unde obfinem ci q, =In(n+ D-InQ2n+1)= ln( i

2n+1

)—>1nl=—1n2.
2

% , de unde rezulti ci b, =1~ ,
(x+1) (n+1)

10.q0) liﬂ)l S(x)=—0 i lim f(x)=0 , deci x=0 este asimptota verticali la dreapta, iar y =0 este
X X—»00

¢) Avem f"(x)=i2— ->1.
x

. . 1-1 .
asimptota orizontald spre +w . b) f'(x)= 2“ x’ Vx> 0. Singurul punct de extrem al functiei f este
x
- 2Inx-3 . . . . ]
x=e.c) f(x)= 3> Vx>0. Obtinem ci Jare un singur punct de inflexiune, anume x = e\e .
x

11. 4) Se arati prin inductie matematica. b) lim £ (x)=0, deci Y =0 este asimptotd orizontals la
X~

graficul functiei spre —oo . Graficul lui fnu are asimptote verticals $i nici asimptota spre +co .

o lim LD+ L@+ + f,@) _ Cim 2P =1 p .

1.(a) = (p=-Dp" p-1

12. a) x=0 este asimptotd verticali la stinga, y=-x—[ este asimptoti oblicd spre ~o0, iar

Y=x+1 este asimptoti oblics spre +oo. b) Funclia f este continui pe R\{0} si derivabils pe

R\{-2,0}. Se arati ca llTrr; f'x=-Ve si lin'; f'(x)=ve, de unde, conform unei consecinte a
xT=; xi-

P+p’+p 4.4 p)ers

p'e”

im(

n-—»w

n—w

teoremei lui Lagrange, rezulti c3 Jare derivate laterale in x = —2 si £,'(-2)= —\/;, fi'(-2)=+e ,adicd f

3x-2 3x-2

nu este derivabili in x==2.¢ f(x)= 7 dacd x<-2 g f'(x)=- <> bentru x>-2,
x x

*#0. Funcfia f" se anuleazi doarin x, = % » care este unicul punct de inflexiune al functiei £ intrucét

S fsi schimba semnul de o parte §i de alta a acestui punct (faceti tabelul de semn!).
13. g) f(1—0)=f(1)=f(l+0)=1, deci f este continui in x=1. Cum f este continuj pe
0,1 U (1,00) (operatii cu functii continue), rezultd ci f este continui pe (0,:). b) Functia este

x~1-Inx

derivabilz pe (0,1) U(l,), iar f'(x)=1+-1—, dacid xe(0,1) si (X)) = o) daci x>1.
X x{x—

=0, deci dreapta de

1

1+-
ll'lf(x)=limln(x+lnx)=|:21|=lim =2
x-=1 xT1 x—1 0 M x+Inx

2 ! i ivabild in x=1.
il y 1 M) = ‘(1) = — , deci fnu e derival

limf'(x) =2 si l;?llf (x) = 2’ rezulticd f,'(1)=2, £,'1) 5

C“‘ xTh

1 LLYAC/ A, I
1 =i =1 =¢* deoarece lim
. x))*1 =lime > u
llm(f ( xT1
] Pl

)= 1 deci dreapta de ecuatie y =-;— este asimptoti orizontald spre +o. b) Deoarece
1“4) lggf(x =5

1y 0.0 Avem g'(o = 1=2),
il =0.c¢) Avem =
0<f(‘x) <-;—, Vx>0 5 rezulti 0< a, <(5) ’ Vn21 » deci '!l_l;llan (2x2 +3)3

- 1 .1
giind semnul lui g", obtinem ci punctele de inflexiune ale functiei g sunt x, = —3 six, i
stu
f@-fO) . 1
x-0

=01+ |x|

X lim 2= (0) = lim
; =i = lim —=-1.5 f0)
150 [/ I e I B
tia feste continui pe R si derivabilad pe R*., intrucat f|(-ao,0) s ﬁ(o,m) sunt functii ele; X
unc 1 - . - . — .
oF ctul @) rezultd ci f este derivabild pe R si este strict crescatoare. Cum xl_l.ri, f(x)=-1si
Din pun
: = Itica Im f =(~L1).
tim f(x) =1, rezu _ . .
- ili = i dreapta de ecuatie x =—1 este asimptoti vertica
16.9) lim /() =—o si lim f(x) =+, deci dreap

imptota verticald la stinga. b) f"(x)=4—x2,\7’xe(—l,1).
dreapta, iar dreapta x=1 este asimptotd vertica 3 )
i i iei =0. ¢) Pentru orice x>1 avem
i i 1 graficului functiei f este x
Singurul punct de inflexiune a o :
x-1) 2x x-1) 2x 2
! et ( = )T)E si cum lim[(l+i) : ]H mermrl =
b S S 4 —
xaf(;)=x“-lnx_l x —

x>® x-1
= i daci a>1.
rezultd ci limita cerutd este egald cu 0 dacd a <1, cu2 dacd a =1, respectiv cu +o da

In © 1
%) ¢i limln =limxIn —_|=1llm ——== = ln;lo s
17.a) Deoarece f(x)=¢"/ si 1:?0’ fx)= lxlmx (H x) yow y o] rowy+l

i izontali la graficul functiei spre +0o.
rezulti ci lxlﬂ)l f(x)=€"=1.b) y=e este asimptoti orizon gra

1 1
Ny y_m(__1+y)=[2]=lim =—.
7] 1imx(1—1nf(x))=lg?o(x—len(1+;))=‘;{‘3 52 0] yo2(y+1) 2

- 1) . ; c (— I CIc citoare pe
€ ( 1,0 Sl strict deS S
Is‘ a) f (x) —_—, Vx> 1 I unc 1afeste strict CICSCéthI p

S _ 1

[0,0). b) Din a) rezulta f(x) < £(0)=0, Vx> -1, adici In(l+x)<x,Vx>-1.¢) 11_13(1) 2 2

_3x+l’ daci x<0 Sl

2J-x

— im £'(x) = i lim f'(x) = —o0 , conform unei consecinte a
Six)= 3;\/;1 , dacd x> 0. Deoarece lxlg}f (x) =40 si llﬂ,‘f (x) e
: [ i 1 1lamn x=4v.
teoremei lui Lagrange, rezulti ci f,'(0) =+ si f,'(0) = —w0 , deci fnu este der;va+ 1 »
iei 1 ") = Je2X , dacd x<
b) Singurul punct de extrem local al functiei f este x=§. o f'(x) Al s

19. a) Functia f este continud pe R, derivabili pe R*. Avem f'(x)=

S(x)= 3x+1 ,daca x> 0. Singurul punct de inflexiune al functiei feste x = -3

4x\/1—€

Loy

B MATEMATICA- M1

241
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20. o) lime =1 si hm (f(I) =x) = lim L

X
x_m\/(x3+3x+4)2 +x¥x® +3x+4 +x2

x+1

de ecuatie y = x este asimptota oblicx spre +. b)) f'(x)= 5 Vx>0,
\/ 2 43x+ 4 f ( )

C) f'(—l)_ lim f(x) f( l) = lim VX +3x+4 ,3/(x+l)(x —X+4 i/;TM
x—) l (X+l)

=0, deci dreapta

x—-1 x—-1 x+1 x+ ]

21. a) feste continui pe R* (operatii cu functii continue!) si f(0- 0)=f(0)= = f(0+0)=1 deci
’ le
2,  x<0 2'In2, x<o0
este continud pe R . 5) Avem f(x)=1+1- »x€[0,1] si f '(x) = —,_1 ,x€(0,1).
Vx-1,x>1 ll—x
yx>1
2vx -1
Folosind o consecingi a teoremei lui Lagrange, deducem ci £,'(0) = In2 s Ji'O) ===, £'(1) = —o

i f;'(1)=+w,deci x=0 este punct unghiular, iar x =1 este punct de intoarcere al graﬁculm lui 7,
¢) Ecuatia tangentei este y SO = 5)x-5 > x-4 y+3=0.

22.9) y-f(0)=f'0)- x> y=-x+1 b) hmf(x)—llm 3%’ +1 s

JHm\/(x +3x2 +l) +x¥x® +3x% 41442

deci dreapta de ecuafie y=1 este asimptoti (orizontals) la graficul functiei f'spre +o . ¢) Conform cu

a), limita de calculat este nedeterminare de tip [1*]. cum (r (n)" = [(1 +(f(n)- 1)) Fim- 1] -1

si limn(f(n)-1)= lim n[\/’ n+3n + -(n+1)]= lim ~3n* =-1
’ngj(ns +3n? +l)2 +n3n’ +3n2 +1+n?

rezulti c3 lim ( HOETS

1- cosx

23.9) f(x )_“ le

a<l si f(0-0)=+w, daci a >1. b) Functia f este continu pe R* Pentru ca fs3 fie continui in
origine, din a) rezultd g=1. Cum f(0+0)= 11_r:(1)(x+be )= b=f(0), rezulti ci feste continui in

x>0

» Vx<0. Rezulti c& £(0-0)= 5 dacd a=1, £(0~0)= o, daca

origine daci §i numai daci q =1 sib=— c) £ (0)=0i fd(O)——:>f nu este derivabila in 1.

24.9) f(x)<x+1, Vx<0,si lim(x+1)——oo:> lim f(x)=—o.
X=—r—0 X—>

) Deoarece ﬁmwzl' _I-cosx JX)-£0) .. e ~1
xTo x—-0 111[51 1 x =Lsi !rmol x-0 !rlflt;l X+ x

) =1, rezultd

¢4 feste derivabili in x=0si f'0)=1.

(2;])-f(1) - 2;1‘1 =/'(1)in2=1n2.

c llmn( ( ) (1))—11

nHx nox

27 -]

llm f( x) = lim- L : =0=>y=0 este asimptotd orizontald la

X—o X 4

5. @) Cu regula lui L’Hospital,

L—ln(.x+1)

goul lui £ spre 4. ) f'(x)=x+1x—2, Vxe(0,). Funcfia u:(0,0) >R,

e

<0, Vxe(0,0). Rezultd ci u este strict

x 3 - . @y i

. ———In(x+1) este derivabila §i u'(x)=

i) reeT Detl 0=

4 crescatoare si atunci u(x)<u(0+0)=0 pentru orice x>0, deci f'(x)<0, Vxe(0,). Prin
es

e, feste strict descrescitoare. ¢) Avem f(0+0)=1 si 11m f (x)=0. Cum f are proprictatea
jui Darboux i este strict descrescitoare, rezulti ci f'((0,%0)) = (O,l) » deci feste marginita.
u6 » FR=( —0,-1) U {0} U (1,20) , care nu este interval, deci f nu are proprietatea lui Darboux.
: l.uﬁe. alternativi: cum f(0—-0)=—1 si f(0+0)=1, rezultd ci f are in origine o discontinuitate de
0 ) ;
rima spetd, deci f nu are proprietatea lui Darboux.

p
1 1 1 28
() ) -l () )

ﬁmMﬂim(l—l):oo si limf(—x)-—[—(g=lim(l+l)=oo, deci f are derivati in
x0 X

9 st x-0 «To x x-0 xlo

x=0 sl f'(0)=w .

27.a) lim /(%) = lim (1 +-1—_) =1 si lim (f(x)—x) = lim ¢* =0=> y=x este asimptot la
- X x> xe * X0 X3

graficul lui fspre —0.8) f'(x)=1+€" >0, VxeR= f este strict crescitoare = f este injectivi.
Cum f are proprietatea lui Darboux si lim f(x) =z, rezulti c f(R)=R, deci feste surjectiva.
X—»to0

-
/—\
\
_~
=
A
pE——
‘*:
~~
=)
N’
NI—-

¢) Folosind teorema de derivare a functiei inverse obfinem: ( S ")'( )

28. o) |f(x)|= sinl'sz : vx¢0=>lin(1)f(x)=0- b) Functia f este derivabili pe R* i
x X

1 fx)=-f0) . 1 o
S '(x) = 2xsinl - cos; , VxeR*. Deoarece ll_l’l}’—(x)—-_o— = ll—l’r(l) xsm;— =0 (cu criteriul
majoririi), rezulti c4 f este derivabili in origine si '(0) = 0. Asadar, feste derivabilipe R .
¢ Fie V o vecinitate a lui 0. Este suficient si aritim ci existd a,b,ceV,a<b<c cu
r 1 — 1 : — limv. =0,
f(a)<f(b)>f(c).F1e slrunle un=m $1 vn—m,nzl.Cum }l—l;l;ll" 0 Va

eXistd un rang N 21 astfel incat u,,v, €V pentru n> N .Luind a=uy,b=0 si c=vy, rezultici

Jnu este monotonz pe V.
29. a) Din faptul ci [arctgx|<— VxeR, rezulti cd lim flx )—0 Pentru a doua limiti avem:
X X
: . arctgl . arctgy _ —— 1 )=o,VxeR'-
ll_r)r;xg(x)=}m - _yh_?l 5 =1.b) f'(x)+g'(x) +l ( 24l
x

n
©) Conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, rezulti ci f +g este constanta pe fiecare di
Cl , XE (—(XJ,O)

. 5, E 1_ .
Interyalele (-oo,o) si (0,00) , deci existd C,,C, e R astfel incat arctgx + arctg; = { C,, x<(®, )

3 .
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- . . = = ) ‘ |z
Pentru x=-1 si x=1 obtinem C, =—3 si G, =—2—, deci arctgx+arctg;_.5.sgn(x),VXSR‘.
f _xcosx—sinx T ) (a7 ) -
30. a) f(Jc)————ch ,Vxe(o,z). b) Functia u.(o,2)—»R,u(x)~xcosx—smx ”

A . .4 : .
derivabila si u'(x)=-xsinx<0, Vxe 0,—), deci u este strict descrescitoare. Ca
2 urmare

descrescitoare. ¢) Deoarece f are proprietatea lui Darboux (fiind continui), este descres Chtoare,

f(——°)=— T

3.9 f'(x ) — =, Vxe(0,0). Tabelul de \}ariatie al functiei este:
x
x |-1 0 )
fix) [FH+++++++0 -
fx) [ — ¥ -1 ———p -
Functia feste strict crescitoare pe (0,1] si strict descrescitoare pe [1,20).

b) Conditia este echivalentd cu a 2 max f(x). Valoarea maxim a functiei este f(1) =~1; rezult cj

a €[-1,0). ¢) Folosind sirul lui Rolle pentru functia g :(0,0) - R, g(x) = f(x)—m, din tabelul
x | 0 1 ©
g | ~-m~1 —o
obtinem cd ecuatia f(x)=m nu are solutii pentru m € (—1,0) , are o singurd solutie pentru m =-1
(pe 1) si doua solutii pentru m € (—o0,-1).

32.q9) f '(x) =x—x:l—,Vx >—1= f este strict descrescitoare pe (—1,0] i este strict crescétoare pe

[0,00) . b) Tabelul de variatie al functiei f este:

x  [-1 0 +0
fxf----—- O ++++++++++

f(x) [0 77— 0 —F +
Cum f este continui, obtinem c& f((~1,%0)) =[0,) . ¢) Deoarece f(x)>0 pentru orice x>0, prin

inductie a,>0,vneN. Sinul

obtinem (@,), este strict descrescitor intrucdt

a,,;—a,=-In(1+a,)<0,VneN . Fiind descrescitor i marginit inferior de 0, sirul este convergent.

Daca a = lim a,, trecind la limita in relatia de recurents rezulti a=a—In(1+4), de unde a=0.

33. g) feste derivabilipe R §i f'(x)= l[ 2x+1 2x-1

- >0, deci fe strict crescitoare.
2 \/xz +x+1 \/xz —x+l)

b) intrucit f are proprietatea lui Darboux §i lim f (x)= lim L =
Ee ""*"°|x|-(\/l+{+x%+\/l—f+iz)

rezulti ci f(R)=(-1,1), deci feste surjectivi. ¢) Din b) rezulti ci x, € (-1,1),VneN.Cum x, <x,

$i feste strict crescétoare, prin inductie se obtine ci (x,)

w Juzo €SEE strict descrescitor. Fiind monoton §i
mérginit, sirul (x,),.,

este convergent.

!

=lnx+],Vx>0= f" (x) = — > 0,¥x >0, deci f este convexi. b) Existenta punctului
=Inx

f1)=
o : din teorema lui Lagrange aphcatﬁ functiei f pe intervalul [n,n+ 1], ne N*, iar umcxtatza
i
n rez il 13 de faptul ¢ S este strict crescatoare pe (0,0) . ¢) Avem f (n+D)-f(m=r1c,),de
igurd
este 8 . .
ﬂ{.(l +—1—) . De aici rezulta c3 3‘.‘,26" =o.
unde Cp = e n ,
T _ .
P t i ={Z+2nx| >0 avem f(a,,)—l——)l si
g Pentru sirurile 4, =(2nx) >o §i b, (2 )

. 0, de unde rezulta ci f nu are limita la +o. b) Pentru orice x>0 avem
)=0-

s Jx 1-cosv/x _ l-cosy 1
M __1-cosVx (coS) de unde rezulta ca f;(0)= 11{% (f) =~ lim " >
Jx

x-0

pymrlt J; sin—ﬂl;J—;- , de unde rezultd ca:
2 2
—In

n+
sin————| =

2

¢) Avem: f+D)-f(m=

=2 —0, deci }i_rg(f(n+l)—f(n))=

1
sin (Jn—+‘l+\/—r:)

i lui Lagrange, pentru orice n>1, existd ¢, €(n,n+1) astfel

|/ (n+1)= S (n)] <2
Solutie alternativi: Conform teoreme

i n " ~ © . . 1 _ =
incét f(n+1)—f(n)=f‘(cn)=_512“\/_c‘/%— . Intrucat ¢, — «, obtinem ’llx_rg(f(n+ )-f(n))

6.a) f'(x) Jx-@-00) oo p) f'(x)>0,Vxe(0,e2) si f'(x)SO,Vxe[ez,oo),deci feste
36. 4, =X, :
2x
] si strict descrescatoare pe [e2 o =513 si

I3 In 1n3<\/—1n5<:>3J5<5‘ﬁ.
3% =J51n3 si, conform cud), S} <SE) <75 rezulta 5

. ¢) Deoarece ln3
strict crescitoare pe (0 e )

2
2 -xa3,pentruorice x>0.

2x? _
\3’(x+2)2+{/;(_x+’2)+%[x-22 (§/1—+—) +1+2+1

>Z obtinem lim x% f(x) =+, jar dacd a=
3 x>

37.a) x*f(x)=

2
Pentru <% rezults lim x* f(x)=0, pentru & 3
X—®

— i i x=-—1 este
i = ! 1 sy vx e R\{-2,0}; deunde obtinem cd x

a =7 ! == ’ 3

limx"f(x)=3.5) S 3(#7:27 =

singurul punct de extrem al fractiei f.
Folosim apoi faptul c@ f'(x) < 0, Vx>0, adica feste strict descrescitoare pe (0, ). X
38.0) fi(x)= (x +2x)e*,VxeR, deci punctele de extrem local ale functiei f sunt 0si—

b Egahtatea se probeazi prin inductie sau cu formula lui Leibniz.

zf(k)(o)__z(k l)k l_(n l)n(n+l) n?-1 hm__zf(k)(o)__

3 3" Ll
39.q) f7(x)=-A’sindx, VxeR =% =

kb k € Z sunt punctele de inflexiune ale functiei.
A ’

) n H (n) 0) =0.
b) Inductie dupa n. ¢) sau FM@©y=21" sin%’i, VneN= \f( )(0)‘ <A »0= }T:)f (

—

¢) Inegalitatea se scrie a-Y5<¥s P fBG)<fO)-

PRy S Y L |
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1 1 1 2 1
40. =—— = ——— VxeR\{-2,-1 =]-— . i
9 f(n) (x+D(x+2) x+1 x+2 re { }:kz:(:,f(k) : n+2—)1 S Obting

2x+3 3
k)| =—.b) f" 5 YxeR\{-2,-1) = x = -2 egte si
ll—ﬂ(zf( )) ) 1= (x2+3x+2)2 { J=x 2 sl puneyge

extrem local al funcnel f(maxim local).

o -)"n!  (-1)"n! L5 :
c) f()( )= (( +)1)"+l (x+2)"+l,VxeR\{ 2,-1},VneN , de unde rezults oy
1 1 1 1
025 sS4
& 1
e -1 ) 1
LRI LES LR
H x

1
Sl 1 . . !

Singurul punct de inflexiune al functiei f este x, = s ¢) Ecuatia este echivalenti cu _e2 -m=(,
x

1

Funcfia g:R*—R,g(x) =3~ m este derivabila si g(x)= __(2" *De” reRre.
X
sl -3 0 400
g'(x) 0 '
g(x) |-m 4e72 - —-m |40 =3

Cu sirul lui Rolle, deducem c ecuatia are exact trei solutii reale daci si numai daci m e (0, 4e‘2) .

-1 = ;
42. 9 f'(x)= I &%, VxeR®, b) Functia g:R*->R,g(x)=f(x)-m este derivabila si

g'(x)=r (x) e‘ Vx e R*. Cu ajutorul sirului lui Rolle deducem ci ecuatia are exact doua
solutii reale dacé si numai daci m e (e,0) (vezi tabelul de mai josh
X |- 0 1 +0
g'(x) | Y
g(x) |- —-m |+ e-m +o0

1

9 f(x)>0,¥x>0=4a,>0,VneN (inductie) :>a"“=e:>l,VneN=>(a,,)20
a n.

este strict
n

crescitor. Deci (a,),,, are limita. Daca /= lima,, atunci 0<a, <+ . Daci am avea 1€(0,0),
h o

1
prin trecere la limitd in relatia de recurentd ar rezulta cd /=ke’ =1, ceea ce nu este posibil. Deci

a2
a _ *

I'=+o. Prin urmare, lim(f(a,,)—a,,)=lime 1=lime 1=l.
n—w n—w 5 =0 x

43. ¢) Deoarece {x}=x,Vxe(0,1), rezults ci li%l Sx)= li?} x(1-x)=0. &) Explicitand functia f,

x(1-x), x€[0,1)
(x-1)}2-x), xe[1,2) . Se arati usor c@ feste continui pe [0,3]. ¢) Cu definitia,
(x-2)(3-x), xe[2,3]

sau folosind corolarul teoremei lui Lagrange, se obine ci fnu este derivabilain x=1 §i x=2.

obtinem (x)=

Functia f este derivabild pe [-1,1] si f(x)=e"(sinx +cosx), Vx €[-1,1]. $i functia f' este
a)bllﬁ pe [-1,1], deci feste de doui ori derivabild. Cum f(0)=0, f'(0)=1, rezulticid feM.
de nva

1 In(1+f(x)) . 1n(l+f(x)) v(x) fv(O) s
)] Rezulta din (+f@)x=e = lind x—t»r(l:1+f(x) 1+ f(0) RO ey
: [1D-x" _ f()= xZﬂ*mx‘ ﬂnﬂpivuq“
regula Jui L’Hospital). ¢) Avem e £ 2 &l .
B o] .. fl)-1_ f "(x) _ [0 "(0)
. S (1)2 x =|:6] o ,l:l—%_—Zx —[6] lim— (cu regula lui L’Hospital) si
S&) _ lim il (x) 8 f'(0)=1, obtinem hmf e ")H 22 nf 0 !
?‘%T - -0 x-— 2

a) Dacd erﬁ[—l,l], atunci | f(x)|=|x|. Dacd xe[-LIN\Q, atunci | f(x)|=|x[’<|x],
— |x|.(1_|x|z)_>_ 0, Vx e[-1,1]. b) Deoarece 0<|f(x)|<|xl, prin trecere la limita rezulti ca
in

- f(X) PACIRFAV)] LG

lim f(x)=0=f(0), deci f este continui in x=0. ¢) Fie g(x % ;
x>0

1 .
Considerim sirurile de termen general x, =— i y=—, ambele convergente la 0. Deoarece

timg(x,)=1si limg( ¥,) =0, folosind criteriul cu siruri pentru limite de functii, deducem ¢ g nu
o n n—wo . i

ar: limitd in x =0, ceea ce este echivalent cu faptul ci fnu are derivatiin x=0. '

46. 9 xl_lglw f(x)=0, deci y=0 este asimptotd orizontala. In plus, lxlg‘x f(x)=—0o, LIIII’(] f(x)=4mo,

2 1

mx—k i

(n-1,n), (n,+x) .

adicd dreapta x =k este asimptotd verticald, k = Ln. b f(x)=- <0, deci feste strict

descrescitoare pe fiecare dintre intervalele (—,1),(1,2),(2,3),.., Intrucat
F((~0,1))=(=0,0), f((k,k+1))=R, pentru orice k=1,n—1,si f((n,+o))=(0,+x), rezulta ca
ecuatia  f (x) =g are n solufii daci a#0 i n-1 solutii dacd a=0. ¢) Deoarece

rw=25 -t

urmare, f" ((k,k+1))=]R si, cum f*" este functie continui, ecuatia f"(x)=0 are o solutie pe

fiecare din intervalele (k,k +1), k =1,n—1. Asadar fare n—1 puncte de inflexiune.

, Tezultd ci f(k+0)=+w §i f(k+1-0)=—o, pentruorice k=kn- Ln—1.Ca

<0, Vx>0=> f este strict descrescitoare, deci este injectivid. Cum f este

1
.9 1'H=-155

descrescatoare, are proprietatea lui Darboux. Din f(0+0)=+wo si
1 1

£(7m) fo-

SO+ D+t flm) Infns 1) , (V)n21. Rezultd cd
In(n? +1) T in(n? +1)

o] .. x4l 1
jligu - P-’“’ lrlln((; ++1:) [—] B Pﬂ’ 2x(x+1) =2
48, a) f(1+0)=-wo=>x=1 este asimptotd verticald la dreapta;

lim f(x)=0, rezultd ci
X—>w

Im f = (0, +c0), deci feste surjectiva. b) (f)'(In2) =

9 f(x)=In(x+1)—Inx, Vx>0=>u,:

o]
limf(x)=0:>y=0 este

L
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asimptota orizontali la graficul lui f'spre +oo . 5) f'(x)= { 22 )>0, Vx>1.
x(x" -1
n n 1 " k-1 k+1 1 n+l n+l s
¢ S,=) f(k)=In (l——)=ln( = JI1E = |=In|-—- =In = limS, =-In2
g; g K? E kK 12k 2 28, - T .

—1)e* . .
49.a) f'(x)= 3 z)e , x#0; Functia feste strict descrescitoare pe intervalele (-,0) si (0,1) si
este strict crescitoare pe (1,%). 8) li_x}l f(x) =00, hm f ( ) =, deci f nu admite asimptotd la +oo
X—>x0 .

Cum lim f(x)=0, dreaptay =0 este asimptotd onzontalﬁ spre +o0. Deoarece li%n f)=-—w
x——o xi0
lim f(x) =+w0, dreapta x =0 este asimptotd verticali. ¢) Pentru orice ne N*, existd c, € (n,n+1)

)

n

asaincat f(n+1)—f(n)=fc,)= € -Der

(teorema lui Lagrange) Cum n<c, <n+1, deducem

n+l

n — Cn
(= ])ez < G 21 e < nez . Folosind criteriul clestelui, rezultd ci lim n®(f(n+1) - f(n)) =
(n+1) c, n oo

50. a) f este continud pe R* (operatii cu funcii elementare!). Cum lin(l) f(x)= =i =1=f(0),
x>

rezulti cd feste continui §i in origine. Prin urmare, feste continui pe R .

f(x) f(O) . e —x-— 1_10f_. -1 1 . o
' 0 = l 11 - = =—,
b f'0) lim 2 0 Jl(l_t’l(l) % 5 ¢) Functia f este derivabila pe R

+1

si fi(x)= _e__ ,dacd x#0. Aplicand teorema lui Lagrange pe intervalul [L l] rezultd
x’

n+ln

& 11 e 1 A .
ci existd c, G(E—l,;J asa incat f(;)—f(mjz(;— n+l)f (c.)= n(n+1)f (c,) - Atunci
.3 1 1

i (7(3)- /)i )

51. @ f(x)=0,Vx>1= lim f(x)=0. ) Pe mulfimea A= ]R\{O,l,%,...,l,...} , care este
x—® n

1 ER. D 1
5 pentruci ¢, >0 si lim f (C")=)lrl_l;l’(l)f (x)=5.

reuniunea de intervale deschise, functia este nuld si, prin urmare, continua gi derivabila. in punctele

1 . . . 1
; (ne N*) , / este discontinui deoarece limitele laterale sunt nule, iar valoarea functiei este —-
n

Studiem continuitatea in punctul x,=0. Pentru orice xeR avem |f(x)|<|x|, de unde rezulta ca
li_r)r(l) S(x)=0= f(0), deci feste continui in origine. Agadar, feste continui pe multimea 4\ {0} .

. . 1 . A
¢) Nefiind continui cu punctele —, functia f nu este derivabila in aceste puncte. Ardtim c¢3 f nu este
n

derivabila in x,=0. Pentru aceasta considerim sirurile u,= d -0 si v, =£ —0. Cum
n n

fu)-r0) ;-0 -
(1) ( )=" =11y f(v) S _0-0 =0- 0, deducem ci f nu este derivabila in
u, -0 l-—O u,-0 u, -
n

origine. Deci feste derivabila pe 4.

5.0 lim f(x)=0=>y=0 (axa Ox) este asimptotd orizontala la graficul lui fspre too.
X

. x) = 2e"2 (2x2 - 1), VxeR= i—\/z sunt punctele de inflexiune ale functiei f.
A 2

unde P,:R —> R este o functie polinomiala

2 o(m x . P(X)
ominant (—1)" .2" . Prin urmare, lime f" ) = lim =(- )

— X x

_x?
o Prin inductie dupi n se aratd ci f(")(x) =P, (x)e” ,

do grad n ey coeficientul d

) f(l-—O) -0 i f (l+0) +0=> x =1 este asimptota verticali la stinga si la dreapta.
53.4
,Q..l si lim (f (x)-x)=1=>y=x+1este asimptota oblici la graficul lui f'spre to0.
i
) f(x) ‘v’xeR\{l} Tabelul de variatie este:
x |—oo 0 1 2 +o0
f'(x) 4+ +++4+ 0 ———— ———|——— ———~ 0 ++++ ++
f(x) /0N —00 | 400 N4 S

Punctele de extrem local ale functiei f'sunt 0 (punct de maxim local) si 2 (punct de minim local).
(-1)"n!
(X _ 1)n+l 4

orice ne N* . Avind in vedere ci f(x)=x+1+ u(x) , oricare ar fi xeR\({1}, obtinem:

e, | 1 D sy
ORI () Py

1 . . . . - (") —
i =— a = Vx # 1, pentru
¢) Functia u: ]R\{l} > R,u(x)= 1 este indefinit derivabila si «'" (x) p

Vx >0 . Valoarea minima a functiei este 2, si se atinge in punctul x = 1.

s4.0) f'(x)=

b fr(x)= —23->0 , Vx>0= f este convexd. ¢) f

X

. . o i
L >0, VneN, rezulta sirul este strict crescitor, deci are limiti. Daca /= }gr; a,, atun

a

(x)>0, Vx>0=a,>0, VneN. Deoarece

Q1= Ay =
n

1., .3l
* =]+- i-= ce nu este
0</<+w. Nu putem avea [ R}, pentru ci ar rezulta I=l+ R adica ] 0, ceca

a,) .. 1
posibil. Deci [ =+ §i atunci lim sz ) = lim (H;z'}: |
n—»o n—w

55.0) fim LD _ g T30 A3 +30+4x43 ) gy p(x)=3c 4150, VxeR , de unde rezulta &3/
* X f(x) x—p0 x3+x+l
= +o0, rezultd ca

. o L B %
este strict crescitoare, deci este injectivd. Cum f este continua §i ,l_l,Tw f(x)

= e . . : : rice
f (R) =R, deci f este surjectivd. In consecinta, f este bijectivé, deci este inversabilid. ¢) Pentru 0

2 -1 t
x>1 avem f(¥x)=x+¥x+1>x si f(3/§—1)=x-(3(3/§) ~al)<x. Cum(j)( -
X
1 _f'x =1.
Crescatoare, rezultd 3/;—l<f“(x)<3/;<:>1—§/j< T <1, Vx>1,deunde llm P

A
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(=}

lnx

1 =
56. @) f(x)—x=x(x*—l)=e = l-lnx’ Vx>0. Cum limln—x=0 si limlnx=00,re2uh5

x—o X xo Ci

x

Inx

e* -1

. I
TE S (/).

l+—l- Inx x+1Din ! 1-In 1 e
b f(x)=e( x) :>f'(x)=f(x).(%) =f(x)'¥=x* _H\lnx’vx>0
X
) Conform teoremei lui Lagrange aplicats funcfiei / pe intervalul [x x+1],x>0, existy

astfel incat

c, e(x,x+1) SG+D=-f()=fc). Calculim lim (3. Deoarece
X—yo0

1 Inx ' ’ )

o . = . . x+1-In .
limx*=lime* =¢° =1 si lim X x:hm[l+l—£)=l, deducem ca lim f'(x) =
x—0 X0 X—p0 X x9® X X x3m )
Intrucdt lime, =o0, rezults ci lim (f(x+1) - f(®)=lim f(c,) = lim f(x)=1.

xX—0 X0 X—® X
1-cosl =
57. a) limM= limcosl=1 si lim(f(x)—x):—lim = =—limlcﬂ=0:>y=x este
X ¥ x50 x X0 X—p® - y—0 y

X

asimptota oblici la graficul lui JSspre 4.
b) Din teorema lui Lagrange aplicats functiei f pe intervalul [x,x+1], x>1, rezulta existenta unuj

punct ¢, € (x,x+1) astfel incat f(x+1)—f(x)=f'(c,). Cum f’(x)=c0s1+lsinl si O<l<1
X x x x

1 .
pentru x>1, rezultici 0< f '(x) <1+—<2 pentruorice x>1, de unde se obtine concluzia,
x

¢) Aplicdm din nou teorema luj Lagrange functiei f pe intervalul [n,n+1), n21; existi

d,e(mn+1)  astfel incat S+ - f(m)=f 'd,). Cum d,—>o, obfinem ci
Ji_{l;(f(" +D=f(m)=lim f(d,) = lim S(x)=1.

. f(x) - P4 F 4 . - . .
58. a) P-?;T =1 si lim(f(x) -x)= I y=x +3 este asimptoti oblici a graficului functiei f

Spre +wo. Aseminitor, dreapta y=x —% este asimptoti oblica a graficului functiei fspre —oo .

b) Functia feste derivabila, bijectivi si f ’(x) =1+ ! ; >0, VxeR . Aplicand teorema de derjvare

x4
a functiei inverse obtinem: (f")l(l+%)= .( Il( ))=f.l(1)
S l+;

©) Avand in vedere ci S(x)>0, oricare a fi x>0 » prin inductie obtinem a,>0, YneN. Din

=2
=

9ne1 4, =arctga, >0,VneN, rezultd ca sirul (a,) - este strict crescitor, deci are limiti. Fie
= Xh‘rg) a,,0</<+. Daca /eR, prin trecere la limita in relatia de recurengs obtinem
I=]+ arctg/ , adica /=0, contradictie. Deci / =0 .

59. @) Din relafia q,, = a,(1-a,), prin inductie obfinem a, (0,1),VneN*. b) Avem
4 —a,= —a,f <0,VheN*= (a,, )m este strict descrescitor. ¢) Fiind monoton $i mirginit, sirul

(a, )"2, este convergent. Fie a= lima, (0<a<1). Trecand la limita in relaia de recurent3 rezulta
n—ro

|
l

A

= e

¥ 2 2 2 _ - —>a,.
. 2 +..a, = qg, a 1
a_az,dea a=0.Cum q; =g, -a,,,, Yk €N, obfinem af +a; h =G —a,,

are proprietatea lui Darboux si lim f(x)=tw0= f(R)=R=> f este surjectivd. Cum
60. a) f X—->1o0

3x”>+1>0, oricare ar fi xeR, rezultd ca f este strict crescitoare, deci este injectivi.
i = ’ . . . s .
/ (xl) uzia se obtine din faptul c& f este bijectiva. ) Cu teorema de continuitate a functiei inverse
Con¢

f! (——n £ 1) - f7(1)=1. ¢) Folosind teorema de derivabilitate a functiei inverse avem:
n

obfiner™ 1 =

FENF e & 1
umn("n“‘)=nli‘2——(—)__= .

W) e———— ==
n+l =] (f ) ( ) f'(f_](l)) f (1) 4
- Deoarece f'(x)=1+€*>0, VxeR, rezulti ci f este strict crescitoare, deci este injectivi.
61' a) €O ) . .
i i i deducem ¢i f(R)=R, deci functia este
i x)=1o0 si f are proprietatea lui Darboux,
cum Jim /()

n+l

jectiva. Functia f fiind bijectivd, oricare ar fi 721, existd x, €R astfel incat f(x,)=
surjective.

. & . 1 n+ 1 _ el 3 .
b) Folosind continuitatea functiei inverse obtinem lim x, = Lim S (T) =/7(1)=0. Pentru orice

(=)=

Din teorema de derivare a funcfiei inverse rezulti

n>1 avem nx,= il
9 —1 ) l —_—1 =——-1—-=l.
P_fg”xn =(f ) (= f'(f_l(l)) £0) 2

¢) Propozitia se rescrie sub forma e*-(a-1)x-120,VxeR. Considerand functia g:R >R,
glx)=e"-(a-1x-1,avem g(x)2g(0)=0,VxeR, de unde, conform teoremei lui Fermat, rezulti
ci g'(0)=0, adici a=2.Pentru a=2 obtinem e" > x+1,Vx € R, propozitia adevarati.

, i i i Darboux, deducem
62.4) x-1< f(x)<x+1VxeR = lim f(x)=w . Cum f are proprictatca lui D

cd f(R)=R, deci feste surjectivi. Apoi, f'(x)=1+cosx20,VxeR= f este crescﬁtoa\rfe. Dacabe]lr
exista a<b astfel incit f(a)= f(b), atunci f(x)= f(a),Vx e'[a,b] ,deunde f (x) = 0; x €[a,b}],
contradictie. Deci f* este strict crescitoare. Concluzia se obtine din faptul ci feste bijectiva.

-1 1 ~1(0)= derivare a
b) Din continuitatea functiei inverse, avem x, = f '(;) — £7'(0)=0. ¢) Cu teorema de deri

functiei inverse, obtinem: lim nx, = lim

n—oo n—wo

IXIEOIRAU

: () =1+ >0, rezulticaf
63. limf(x)=lim(l+ln(l+x)x)=l+lne=2.b) Cum f(x)—1+x+l>0,vx re

-1{1Y_ ¢! 1 1
A el od 00) (1)_(’; (0)=(f")’(0)=———1 SRR

=0 B e . r : ind continus),
este strict crescitoare, deci este injectivd. Intrucdt f are proprietatea lui Darbouxd(f:imﬁ;ctia este
S(0)=0, lim f(x)=w si f este crescitoare, rezulti ci f([0,0))=[0,®), de
X

i i it. Demonstrim prin
Surjectiva. ¢) Functia f fiind bijectivi, rezulta ci sirul (a,) . este bine definit. De

; : >0, atunci
inductic ¢i a,>0,YneN. Intr-adevir, din ipotezi avem a,>0, iar dacd a, g
n ) ) .
a,,=f"a,)>f"(0)=0 (pentru c& f' eeste strict crescitoare). Din faptu
n4 n

n a;”»]—lnl +a ’ 0 vne N T . . .
n ) n>0 Cﬁtor. I H d d S $
( n+l > s ’ ezultﬁ ci (a ) este strict deSCl‘eS n C ClCSCitOI 1

i



marginit i i i
ginit inferior de 0, sirul este convergent. Daci / = lima, (0<i< ®) , trecand la limita in relatia 4
n—o @

recurentd 1
t rezultd I+In(l+0) =1, de 1=0. Din

unde obtinem .
G _i, In(l+a,,) i relati,
Ay - a,, =1+ln(l+a,,)a. deducemca lim % =1+lne=2.
n—»o ¢

n+l

Solutie alternativi. Cum a, — 0, lim —2 = Jim S@p) i) 22

now g %00
n+ " a, x50
n+l X

64. a) Imaginea functiei x — log, x, x €(0,) este R, de unde rezulti cd Im(f)=Z.

b) Avem: f(x)=keZe>xe [2",2“’). Deoarece f(z" _0)= k-1 si f(zk +0) o
este discontinui in fiecare punct al mulfimii {2" |k e Z} . Din faptul ca f ( x) =k,Vxe (2k’2k:é)f
rezultd ci f este continud pe (2",2"”),k €Z . Prin urmare, multimea punctelor de continuitate al;

functiei este (0,0)\ {2‘ lke Z} i

1
A . __S k < - . - .
¢) Avem T 2 ,1<:>ke[ n,O]ﬂZ. Punctele de discontinuitate ale functiei f din intervaly]

1
l:—,l] sunt: L,L
2" 2n—l 2n—2’

—{y
,1. Rezulta ca r,,=1 () =2[1_L)_,2
1-1 2" ‘
2n° “3
65. a) Cum n®(f(n+1)-f(n))= n =2"2 .
( ( ) f( )) N =g Y o ; l+1,‘v’nZl, rezultd ci limita ceruti este

1 1
egald cu 0 dacd a<—,culd =— §i 1 ia f1
' . 3 u ]l dacd a 3 §i cu +wo dacd a > 3 b) Functia f indeplineste conditiile
din teorema lui Lagrange pe intervalul [k,k+1]), k € N*. Atunci existd ¢, € (k,k +1) astfel incit

f(k+l)—f(k)=f'(c,,)=—1 Cum ¢ ! Sl
.  €(k,k+1), rezulta i
| \/—c: N < \/Z < Nk de unde obtinem

ﬁ<f(k+1)-f(k)<%. O % "‘"W’Z%Tz(‘/m’&):

deci (x,) ,, e strict descrescitor. Din b) rezulta si f(n+1)-f(1)=
k=1

-—=<0, Vn21,

1 1
(f(k+1)—f(k))<i__};.

Prin urmare, x, >2 - - isi
x, (\/n +1-+/n ) 2>-2,Vn21,decisirul (x,) . este mirginit inferior de 2.

21
66. a) Fu.ncyia f este derivabila i f'(x)= 3(x2+1)> 0,Vx e R, deci f este strict crescitoare. Cum f
eite c.ontmué si lim f (x)=+o, rezultd c& f(R)=R, deci f este surjectivi. Functia f fiind
bijectiva, pentru orice 4 € R exista un singur numar real u(1), astfel incit f(u(x))=A . De aici
rezulti ci u1= oy Din1 teorema de derivare a functiei inverse rezulti ci u este derivabili pe R §i
u' = =]

@ @) 302 Ay+1) x u(lj:gm) =u10)= 3(u2(:))+1) % '
67. a) Demonstram prin inductie. Conform ipotezei avem g, €(0,1). Daci a, €(0,1), din relatia

VAER. ) lim u4) _
-0

a . =1]1- . v —a = —
4l 1 a,,(l a,,) 3 rezulti ca a,,, € (0, 1) . Deci a, € (0,1), ne N* b) a,,,—a (a 1)2 >0
n+ n n 4

Vn21, deci i ii
» deci (a,),,, este strict crescitor. ¢) Fiind monoton si mirginit, sirul este convergent . Dac#
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trecand la limitd in relatia de recurentd obtinem 1=1*-1+1, adicd (! -1)" =0, deci

,;liﬂ;"m’
nr
l-a,, b l-a, 1-a, l—anﬂ_l_anﬂ d d
i ia a,= obtinem dy,@yyen@ =7 "T_ c——ntl =122 de unde
jo1. Dinrelat® @ =5, i A =TT g, T 1-a,  1-4,

g m(anaa) =0

fn orice punct x, € R* avem lim f(x)=f(x), deci f este continud pe R*. Cum
XXy

68 9

V(x)\ =|xt Sin—:; <|x|, pentru orice x € R*, rezultd c3 Jl(i_r’%f(x) =0= f(O) , deci f este continu si
i M = sinl,Vx eR* . Cum functia x > sin—l-, x € R* nu are limitain x, =0,

in origin®- x-0 x

in acest punct (nu are nici macar derivatd).

rezultd ¢2 fnu este derivabila
VneN= (l%.l)vo este descrescator. Fiind marginit

o |f(x)lslx\,VxeR=>|xn+l| =|f )] €[l

or de 0, sirul este convergent. Fie 1= lim |x,| . intrucit f este continua si f () =/ (x), xR,

= .l.il?of(x”) = }igf(\xnn =f()-

(x) =¢*+2n>0, Vxe R = f, este convexa.

inferi
rezultd ¢ lim X,
n—®

6.0 [(x)= _e* +2nx-2,VxeR=> f)
b) Aratam cd ecuatia f,(n)=0 are cel mult doua solutii reale si distincte. Intr-adevar, daca ecuatia
are trei solutii reale a <b<c, aplicind teorema lui Rolle funcgiei f, pe fiecare dintre intervalele
{a,b] si [b,c], ar rezulta c exists ae(ab) si Be(d.0) astfel incat £ (@) =1, (B)=0.

Aplicand teorema lui Rolle functiei f, Pe intervalul [a, ], obtinem cd exista 7y € (a,p) astfel

-7 +2n =0, contradictie. Se observa ci 0 este solutie a ecuatiei. Cum

incat f,()=0, adicd e
n (4 )1 LafiTn) Al R
1, (—) = (e n— 1} ——<0 si f"( ): e " >0, continuitatea functiel f, implicd faptul

n

ci pentru fiecare n>1 existd x, € [-1—,1+—1—+£ astfel incat f,(x,)=0.¢) Din f(x,)=0 obtinem
n n

= _1

_intrucat x, -0, rezulta ca lim nx, =3.

_x" n—-»%o

70. 4) f '(x)=nx""‘ +—1->0 , Vx>0=> f, este strict crescitoare = f, este injectiva. Intrucét
x

£,(0+0)=—0,lim f (x) =+ sifeste continua, rezulta ¢& f((0,@))=R, deci f este surjectiva.

gur numar real x,>0 astfel incit f,(x,)=0. Cum

Functia f, fiind bijectiva, existd un sin,

J.(0+0)=—0 si f, (1)=1, deducem & x, €
' 4inx,,, =0,absurd. Deci X, € Xpe1 5

. n
atunci 0=x, +lnx, > x; +Inx, 2 X+ INX > Xa )
este convergent. Fie 4=limx,. Din cele de mat sus
n—®o

(0,1). b) Daca ar exista n>1 astfel incdt x, = Xna

vnzl.

¢) Fiind monoton §i marginit, sirul (X,),,

rezultd x, < A" silnx, < InA , deci

deducem ci A € (0,1]. Presupunand 0<A<1,deoarece X, <4,
A21, absurd. Deci 'l'i_r)rix,, =1.

0=x"+lnx, <4" +Ini,deunde Ind= 1i12(/1"+1n/1)20,adica

B MATEMATICA- M1

25!



B  M.ANDRONACHE D, SERBANESCU » M, PERIANU * C. CIUPALA » F. DUMITREL

N
wv
H

Tema 3.2. Primitive.
1. @) F(x)=(2x+1)e™ - 2(x? 4 x4 1)e* = r(x).
b) Cum F'(x)<0, VxeR= F egte strict descrescitoare pe R .
o F'(x)=(4x)e - 2(-2x? - 1)e = (4x* - 4x+ 2)e™ >0, deci F este convexa pe R
2. 9) F'(x) =Lx(lnx—2)+2\/;l=f(x), Vx €(0,+0).

b) Fie G o primitiva oarecare a Iuj S Deci G'(x)=f (x)>0, vxe (L+%) = G este Crescitoare
pe [1,+0).
3. @) Se verifici i F'(x) = f(x), Vxe R .

b) Fie G o primitiva oarecare a Iuj [ G'(x)= > >0, Vx e R = Geste cresciitoare,

+1
¢) Fie G o primitivi oarecare a Iyj /> din b) g este strict crescatoare, deci este injectiva,

3z

. 3
G(x)=F(x)+a, deci ImG = [‘% + a3+ a} » deci G nu este surjectiva.

2x+1

= 1
d) F"(x)=~ > =O=>x=—5 punct de inflexiune.

(x2+x+2)
4, F'(x):el(x2+3x+a)20, VXGR:A=9—4050:GG[2,+«"J_
4
F(l) e(4+a) :> 1

b) hmM a=t_4
x> X 2 4 20

¢) Ecuatia F "(x) =0 are doui solutii distincte, deci

x2+5x+a+3=0=>A=13—4a>0:ae(—oo,l—3j.
4

5 a0 ﬁmw =

lim F'(0)=a=1
b) F'(x)20, vxeR=a>0 si A=16-4a"<0. Deci ae[2,+x)
o F"(x):f'(x):e"’(—axz+2x(a—2)+4—a) cuA=16>0.

6. F'(x)=3*(a-axIn3- ~bin3)=x3*mg=-Ll ,_a 1
In3’ in3  In23

\/3x+l=>9ax+3b+2a 6x+2:a-z b= 2

3’ 9’
8. g hmw lf(l)__

x> x

7. F'(x)=aB3x+1 +(ax+b)

b F'(x)=f (x)=xVx+1, deci Jfe strict descrescitoare pe (=1,0] si strict crescatoare pe [0,+0).

C)F(x) f(x)= (2ax+b)\)x+l+aij_i;°'_x,/x+1__~>

2 2 4
5ax2+(4a+3b)x+2b+c=2x2+2x:>a=g,b=E,c—l—5.
i o
F(x)-F(1 . ) T
0 0 lm_%%.l:f(]):& b) xl_l’l'rlm - xl:gl@lﬂ x=+w ¢

F'(x)=aln’x+(b+2a)lnx+b+c=In"x=>a=1b=-2,c=2.
F'(x)= 2wn:cosx—sinx(ax2 + b)+c(sinx+xcosx) =x’sinx=>a=-lb=c,2a+c=0 ,  deci
10.
b=c=2.
Functia admite primitive si cum nu poate avea discontinuitifi de speta I, ea trebuie s fie
1 —
! continu, deci f,(0)=£(0)=f,(0)=>a=b=1.
2. Functia f este continui pe R\Z . Trebuie artat ci f este continu intr-un punct oarecare neZ .
12. . oo i
f.(n) =)l‘i/r‘r’1,(x-—(n—l))(1 —[x—(n—l)]) =0; ﬁ(n):ll\r'r}'(x—n)(l—(x—n)) =0, f(n)=
de unde rezulti continuitatea lui £, deci fadmite primitive.

13. Functia f este continud pe R\Z. Aritim c3 f este continud intr-un punct oarecare neZ.
) +2x)7

f.(n)= )l{i/ra(x—(n —l))cos(l—z—

alr) = tim (= n)eos L2207

14. Daci F este primitiva unei alte functii f:R — R, rezultd ci F este funcfie derivabild. F este

=0

=0; f(n)=0, de unde rezulti continuitatea lui /.

4x* +1pentrux <0

continuipe R. F'(x)=49 2
X+ |

15. Dacd G este primitiva unei alte functii g:R > R, rezultd ci G este functie derivabild. Din

continuitatea in x, =1 gasim b =1, iar din derivabilitatea in x; =1 gisim a=0.

,deci a=1.
+a pentrux >0

; et . . . i
16. Functia F este derivabili pe R. Din continuitatea in x,=0 gisim a=c=0, iar di

derivabilitatea in x, =0 gisim b=1.
17. F este funclie derivabili. F,(l)=a+b=F,(1)=1. F'(1)=a=F,'(1)=0=>b=1.

18. £,(0)=0=£,(0)=b si /', (0)=a~1=f,(0)=1=>a=2.

19, Avem limx“ Inx =0 pentru a € (0,+w), deci functia f admite primitive pentru a € (0,+0).

=
| arctg x o
l 2.9 f(x)={ x admite primitive pentru f(0) = lim f (x)=
| 7(0), x=0

g i 0, vxel
b) Pentru f(0)=1 functia admite primitive (pentru ca este continud) si f (x)>

(pentru ci x §i arctgx au acelagi semn).
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c) lim F( )

X400 X

—xllm S(x)=o0.

21.a) f este continui pe (0.+0) si pe (=0,0];

£:(0)= Jlri\llw(n)(xlnx +sinx)=0. Deci feste continua pe R .

b) f este continui pe R* (functie elementars) si li _ i Sinx )
. & x'—'»l(’)f(x)"l’i% x =1=/(0), deci f egte
continui pe R, deci admite primitive.
¢) [ este continud pe (0,+w) si pe (—0,0]; £(0)=7(0)=0=, (0) . Deci feste continuj p,
e

R.

22.Fiecare dintre functiile are cite un puncte de dlscontl
nultate de s - i .
primitive. pefa a I-a, deci nu admite

@) £,(0)=0=f,(0)=1,deci x,=0 este punct de discontinuitate de spefa a I-a.

Pentru b) x, =2 sipentru ¢) x, =0 sunt puncte de discontinuitate de speta a I-a,
3.9 [(f(x)+/'(x))e'de=¢" f(x)+C.

b [[f’(x)-arctgx+ Ji;(j)ljdx=f(.7t)-a.rctgx+C.

c)I_f—f(x)dx Ief ef()

d) fsinx-f’ x)+cosx-f(x))dx=
e) I(sinx-f(x)—cosx-f'(x))dx=—f(x)-cosx+C.

((Lx)-€¢7(x)
SRR f(x)

& [[/'()7* () =1 1 (x) v
24.q9) (f"(x +f'(x))e‘dx=e"f'(x)+C.
B [(=/'(~x)+ f(-x))e*dv=e*f(~x) + C.
@ ff "(x (), e’f '(X)ez—xe‘f () g LG,

eX

f(x)-sinx+C.

+C.

@ I((f')’(x>+f(x)f~<x))dx=f'(x)f(x)+c-

o (O ED-(Y(), ()
J fZ(x) f(x) +C.
25.9) [f(x)de= sz"de:%nn(xz +4)+cC,

./;(0)=f(0)=0, iar

If;(x)dx I +4dx "(x—x +4)dx——2—-2[n(x +4) +C.

4
p) Fie Fy © primitivi alui f; F'(x)= x2x+4

>0, Vxe R, deci F, este injectiva.

xl_ifpwﬂ(x) =40 i

16 P

2

=x‘-4+ = F,(x)==——-4x+8arctg x+¢c, ceR.
x2+4 4( ) 3 4

4
x
f4(x) E x2 +4
tim Fi( x)=-w sicum Fj: R > R este continui, rezulti surjectivitatea.
%
¢) Fie F o primitivé oarecare a lui f,.Daci n este numir par F'(x)=f,(x)20, VxeR=>F
Dach n este impar F'(x)>0, Vxe (0,+00) si F'(x) <0, Vx &(—0,0), deci F nu este injectivi.

26.a) Fie F o primitiva oarecare a lui f, . F'(x)=fi(x)= F"(x)=lnx+120, Vxe[l,m):F
e
1
este convexd pe I:;,«:o).
1-
=2 I—l—dx= L €
x" 1-n

l——3—)dx=x-—31n(x+3)+C )
x+3

b)If(x

x
. do= [F—dx=
27.0) jf,(x) Ix+3
o= [ e [oem34 X3 +9In(x+3)+C
Jr(e)em = [ g emg ool
4
b) Fie F, o primitivia lui f; F4'(x)=%20, Vx € (~3,+w), deci F; este crescitoare.
x

¢) Fie F, o primitivi a lui fis
F(x)=x"" -"—3 <0, Vxe(-3,0) = x" >0 Vxe(-3,0)=>n este numér impar.
x+

28.9) [fy(x)de= e dr=-e"+C;

()~ )= = =€ e‘zfe #=2+cC.

b F},(x)=—;1;+C::F(,(0)=C—l=0:>C=1, deciE,(l):l—%.

¢) Fie F o primitiva oarecare a functiei
2011 5 )
Sron = F"(x)= -x—@xl—z-i) <0 Vx e(~,0), deci F este concavi pe intervalul
€
(-—=,0).
d) Fie G o primitivé oarecare a functiei

fi=>G(x)=1", (x)= —"l”—)—>0\1xe(—oo,0):>n este numir par.

S o2 (x) f

aaaveraaTi~cR Al

N
H-4
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Tema 3.3. Functii integrabile

1 1
1. a !(x2+l)2dx=6|'(x‘+2x2+])dx=§+§+1=12_§,

(X

(x—s/;)zdx }(x —2xs/;+x) 1_4__

0 0

b)

h—)

2 2
P "’L"”d,r:fﬂnz_
x 2

2 2 2% @ 2
d) & :x+ldx= X +xiexs dx:gz3 _ﬂ.
;I ; S5T a0

1 S O

» Jﬁdx=2m;=2(\/§—ﬁ).

1

1 1 |
dr=—3x+1] =—.
g)02\/3x+1 3 o 3

2. g ]‘(X—e’)dx=l—(e—l)=é—e.
J 2 2

ol , 2P

. 1
o, 45

In3

e

1 y 3
3 o J'xzﬂdx:arctgxlf,:Z.

nl*= 2 1
=-—In3.
o 4 x+2 4
' x+l 1
<) dx——ln(x +1), +arctgx|0——ln2+—
oxt+1 4

o Iﬁd""_ 3x )55 27
1
a)j 1 dx=ln(x+\/x2+1) = (1+\/5).
4 OVx2+l 0
' x
dx =arcsin— =—.
b I\/4 x “ 6
1 1 1
] x+1 dx = f = dx+ | ! dr=vVxt+1 +ln(x+\/x2+l)
9 JP+1 ()'\/xz 6'\/;2+1 0 0
: 3 3,
x+2 X r o
dx= dx +
I | V-1 -1 3Pl
3 3 3+48
Jx2—12+21nx+ X -1 2=2\/§-\/§+21|:2+‘/§.
1 1 L l 1 5
p z = 3 7 3
e fltx dx=zf ! dx+_'r x dx =arcsin x |2 —\/I—_xzs=g+l——2—.
-2 -2 a2
1
| ! Bl o1
1 1 1 _L b's _1 2z
dx=———J: dx—ﬁarcsm 2 33

A

Y x 1! x _
B _'[\/4—3x2 ﬁ_‘( ’i_xz
3
x
a) Isinxdx=2.
0

X

b j'cosxdx_l

o e =-ioss - -
g xdx =—In|cosx|[4 =~In—.
0 ° 2

=\f2-—1+ln(1+\/§)

csawrasavirk _aaq

N
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4 x
) fotg xar=In(sinx): =Inv3 .
% 6
L
e)]’ L. -ctgx|4——1+f
Zsin’x
6
x
j[ | g tgxfi=1
» §cos’ x B
x i x &
3 32 2 3 3
D ot
2sin” xcos” x £ Sin“xcos®x £Sin‘x  Jcos®x 3
3 3 3 3
1

@ f(x-1)dx+ 2j(l—x)arx =1.

b 2j|x’-1|ab:=l(l-xz)dwj(;.c’—l)dx=2.
0

b)

) Jx[x]dx dex ==
d) ]x{x}dx = ?x(x +1)dxe + ]'xzdx =% .

-1 -1 0

N

1
e le—sinxldx I(smx x)dx+I(x sinx)dx = 2cos1-1; altfel
]

1
j|x-sinx|dx=2j(x—sinx)wc=2cos1-1.
-1 0

1 1 1
x—arctgx | dx =2 [(x-arctgr)dr =1-2| xarctg x| - [—X—=ax |=1-Z +m2.
D Jix-arctgx|de =2 f(x—arctgs) ( S o } e

x z
@) |xsinxdx=-xcosx[j +Ioosxak=7r .
0 °

x x
b) Ixcosxdx =xsinx|5 —Isinxdx =-2.
0 0

i 1
Y] ‘_!xe"dx . xe“ll - Je’dx =1.

1 1
d) sze"dx =—xte* xe “dx = 4 + 2(—xe"
[} 0 e

+ f[e"de: 2—%.

P e
o [mxdr=xinxf - fac=1.
1 1

P} e
In?xdc=xIn’ x|’ -2 (lnxdx=e-2.
j) ‘I ll ;[

& & 6 3
2 e 1% ,. 5é5-2¢
2 = — - dx= .
g |¥inxd== lnxe 3;[x 3

“Inx , _ e TozLax=2Je -4 =16-2/ .
» I—j_;dx—Z\/;lnxL !2‘/;xdx 2Je - 43| e

¢ &2
1 1 2 (1 1)_
vI w=jod (e

Jx 1 Jx
8 @ Ixsinxzdx=—ic°5x2|o =

¥x

1. ¥
)] Ix’cosx’dx=-§smx3|o =0.
0

“e il o
c) ;‘%dx:ze l=2(e —e).
S
d [ x2+ldx=-l-(x2+l)_ =2‘/2;—1.
[ 3 0

“in?"? x 1 . a0l 1
. =-——ln = —
o ;[ PR TIT | %0

' x
j)] Icosx-sin(sinx)dx = —cos(sinx)|o =0.
H

sinx
1+cosx

243
==.

x
Py dx=—ln(1+cosx)|;=ln
3

O IN e [N

9% a xx/mdxx:-'zj(t—l)\/;dm%(lﬂ/f).

Fmr
b I =’ —l—--l-dt=1+1n—2—.
Jl+e {1+1 ¢ e+l

10. q) F'(x)=:’ii“%ﬂ= £(x), Vx(0,4o).

ELs 2% 3
b [7()a=F( =5

en nesasnE s wser R

N
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n—»+00 nrt T

< llm If(t)dt— lim (COSmr cosn)=i
P

1. a) ff(x)dx=%+cosx+c.
x ”2
b) Aria este egali cu ﬂf(x)ldx=7—2.
0

¥ 2
If(’)dl x?+cosx—l

¢) lim 2 =lim-<-— -
X—>+a0 x X—»+0 xz

%)
x2+1 x

12. @) Fix)= 1Y =_zx"+2x2+2 =-2f(x).
l+( 3 )
x“+1

b) j‘ f(x) dx_——F(x)| = z(arctg%—%).

N —

¢ lim jf(:)dz: lim —%(F(n)—-F(O)):%.
0 n—+w0

1 1
x? 1 X2 1
13. a) fo(x)dx= Ixe ‘ix=5e | i

[}

S(e-1).

1

_ 1 1 Pegy ]
b) Aria ceruti este egali cu II g(x)|dr= Ix3e"2dx g Ite’dl Ll e'tll - lJ'e'dt ==
0 0 2, 200 .

2

1 1
o 1<je"dx<je*dx=e—1<2.
0 0

. 9 f(x)=—

1+ x?

2 x 2
b) Cum > st
) 12+1e 20,teR=> t2+led120, Vx €(0,+)..

. _xp
& xl-l»r?mf(x)=,1_lf?m0t ) e'dt2 lim I—dt— ln;nm(x—arctglj=-wo.

X=—>+0

's. a) ll—l;r(l)f(x):o |

—x 2012

b f(-x)= I:ledf =-f(x).

x
20l2

¢) Pentru x>0 J dtZO,iarpentru x<0 notdm x=-y, y>0 si

f(x)—‘f(J’)SO,yZO.

16. @ f'(x)=(x4—4x+3)m_
llmf—(x)—;ﬂ—(ﬂsz(o)::).

x—0

¢ f'(x)=(x4 —4x+3)\/x4 + =(x—1)2(x2 +2x+3)\/x4 +120VxeR, deci f nu are puncte

Je extrem-
17. @ Aria ceruti este egald cu j| f(x)|dx=arctgx |0— —

lim If ( )dt. Avem

p) Functia este strict crescatoare, deci exista limita Jim

s ()= [ (Pt (s (e o [0

f(tz)dt + lim (arctg x %) eR.

x—>+0

[T S—

f(x)dx:-l“_e_, —z)dt__j —/(1)ar.

f(x)d= 2arctgx| =

D

T

1
1
18. o) I(t3+l)f(t)dt=6[1+t2 di=.

s o

1
x

o lim jf(t )dt = lim _[f dt+If(t )at |= llm(jt r)dt+jf t)dtJ=
=1

. : £\ 7 7 x
im | —dt= lim (arctgx—z) ————— T

X—>m11+; X—>+®

1. ) f/(x)=2xVx0+1.

b) f'(x)=2xVx*+1=0=>x=0 este punct de extrem.

x2

¢ lim f(x)> lim jtzdt = 400, deci graficul functiei fnu are asimptote orizontale 1a +o©.
X 40 x>

lim
x40 X X—+e0

-

/() = lim 2xvx® +1 =+, deci graficul functiei f nu are asimptote oblice la +oo.

P T |

N



2
2t+ 1 .
20. a) P{.I}I—-T = )l‘i{‘t}Zxarcsin R

Iarcsm 4

&
=

b) f'(x)=2xarcsin f 5 >0, Vx 21, deci f este strict crescitoare.
x
¢) Functia feste continud, deci nu are asimptote verticale.
<
lim f (x)> llm I arcsm dt 400 , deci graficul functiei fnu are asimptote orizontale la +w .

X=>+C

4
lim /(x) = lim 2xarcsin xf

x40 X X400

= =+, deci graficul functiei fnu are asimptote oblice la +w .

21. a) ]‘xzf(x)dx = ]xsinxdx =-xcosx] + Icosxdx -
0 0 [1]

5 f(x)={ x deci feste continui pe [0,%] \{0}
a,x=0
P 2 sinx 2
) If(x)dx: I—dx< I in xdx = cosl .
i i * 1
o
22. @ timZ ) pime <1
0 x x>0

b f'(x)= e* >0VreR> S este functie strict crescitoare, deci este injectivi.

¢ lim f(x)= lim [lje"‘du]e'"dz] lim ( je dt+ j‘ "dt}— je dt + lim (——e Je]R
0 1

X—=+o\ e

§i cum functia feste strict crescitoare rezultd c3 Im f # R, deci functia f nu este surjectiva.

23. a) Considerim functia f:R R, f(x)=€"-x-1, f'(x)=e*-1=0=>x,=0 este punct de
extrem. Din tabelul de variatie deducem ci x,=0 este punct de minim pentru f, deci
f(x)2f(0)=0, vxeR.

wz_k¥¢>K1x)¢_E>L
4 3 e
1

& l+x l+x

n+l

o l,-1= Ie"‘z dx>0=> sirul (1,)  este monoton crescitor. Este suficient si aratim

n/n2]
marginirea superioari. .
n 1 ” ! n 1
I, = Ie'xzdx = Ie"zdx + Ie’xzdx < J.e"‘zdx + Ie"dx = J'e”zdx + (l —l") < d £,
o 0 1 0 1 0 € e e 4
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i
x 1., 11, 2013
ST gl 2012) =12,
Ix2+2012dx 21"("+ )Io 2 2012
I _n+2 1
42012
20121 = [ 200X 4 =  VneN. ‘
B) L+ 555 oj X +2012 oj

24. a) I

1
< X"dx=——= lim I, =0.
C)O I +2012dx I n+l n—+0
n+l

1
x
-1 = ———dx<0=> irul (7 este descrescitor.
9 La=lo= o sirul (1),

1 l »
= Bt I >————,VneN',
¢) 1., +20121, n+1$1"+20121":> " 2013(n+1)

i .
1 . I,,£&————,VneN .
75—1"2”0121"21"*”20121"2:} "2 = 3013(n +1) "

Dot S [ S gl <
e 2013(n+1) " 2013(n—1)  2013(n+1) 2013(n—1)

1
I =
Jim nln =013

2
xZ

2 2
25. a) I, = lfln(xz +1)dx = xln(x* “)L _2!1+x2

dr=2In5—In2-2(x—arctgx)| =

ln%—l+23rctg2—12r- .
2
b I,-1,= 2][(1-;:)2"” -t —x)z"]ln(xz +l)dx = j(l —x)"" (% ~ 2x)In(x’ +1)dx <0, deci
i 1

sirul (7,) 5, €ste descrescator si cum sirul este marginit inferior de 0, el este convergent.
n

2
(l _ x)2n+l _ ln5
2n+1 |l 2n+1

2 2 o
c) OSI(l—x)z"ln(xz+1)dx$ln5j(l-—x)2"dx=—ln5 si prin trecere la
i i
limits obinem lim /, =0.
1
(o) _1
5 15

0

26. g) lj'(l—x)'dx =

b) 0< lim I(l x) > & = lim =0.

n—+ao n>+02n +1

1
2n _ & 2n 5 =0. -
o 1,,=c;’,,-zc;,,+§c§,,- +2n+1C2"_;!(1 x)"dx=> lim 1, =0 -
S
27, (x) = — = VxeR. =
@ F(x) +x2+1+x f (). g
[
7 In2 =
b ]‘f(x)dx F(x )| o C
[
26
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n
n+
c) hma = lim E S
10t pn +k2

n/neN*

convergent.

——1 %—I
28. g) j Tl——dxz I

4242 (x+1) 41

If(f)

b) lim 2

X400 x

= lim
>+0 x? +2x+2

n n_- n
hm + +...+
© ,.-mo(zn2+2-n+12 n*+2-2n422 2n* +2-n +n?

)t S

+2nk k2
1

11ml 3 I

o APERRFTT x)dx = arctg2———
"‘”"’"*'2 2k+k— o 4

n

L
S

1
29. a) i[xf(x)dx=i[x\/1—x2 =—%(1—x2);
0 0

o

27

IrlJ.(l—xz)dx=—

(1]

1
b V=x[f(x)d=
(1]

x x

! x=sil 2 2
o [Vi-x?ax =m’ I\/l—sinzlcostdt=‘[cos2tdt.

0 0 0

L]

z\/n - 3
d) lim&=—  __ — |im —Z"l—k— I\/
n? 40y 4=
2

30. a) ], = I(Zx—xz)dx=§.

0

+c°52’dt=l 2
2 2

sin2t)3
2

x-1=¢ 1

) ax = j(l ) dr
—2n’.[(1—:2—1)(1—

-1

+2njz (1- t) Y=

-1

=t(l—t2) l

rz)" dt ==2nl, +2nl, | = (2n+1)I,=2nl, |, VneN, n>2.

n-1

b I, = (2x x

Ol—.N

9
0<17 = 2n 1 e 2n 2n-2 ...-i,=
2n+1 WM+l 2n-1 5
21 -\2n =2 -3 =2 2. V44, 2n-(2n-1)-(2n-3)-.5VF
(2n+1)-(2n-1)-...5 T (@n+1)-(2n-1)5 T
£21 in concluzie am obtinut 0<7, 5£1 = lim 7, =0.
2n+1 2141 poee

N

€ste

1 n-1 n
20y, l)[l z) —onl +21 = I,=——1I
P e | et § dx = ni, n-1 n
-2n '!(4 4 4 2 4n+
"2

C) Apll iteri n—>+o ln—l

<I ——n_[ = =
Alylel 0< "—4n+2 n-l—4 n-1

5 L VneN, n>2.

= Lefo1)= tim 1, 0.
4 R +0

<11 <LI

n-2 <

WS— 4"1_2 I, si prin trecere la limitd in inegalitati

obfinem lim 1, =0.

32. 9 jf( x)dv = j(x -3 +2)dx =(-x?2—2x%+2x]

4

1

b) Aria ceruti este egald cu

b 1

33, a)I

A

I‘g |dx-—]' x g3xt2 ( X i3x- 21nx)]

E(Zx - 3)'(x2 —3x+ 2)"|

2
=3 _oma.
2

1

2 (x)dx= j(x ~3x+2)'dx %‘]2): 3)(x* -3x+2) ds =
f"'l(x)dx=

t

-% l[(2::—3)2

2

=54 .[(4"2 -12x+9)fn—l (x)dx=—%;[(4(x2 -3x+2)+l)f"" (x)dx =

2]

2 2 ‘
_47’1 frr(x)ax ";‘ [ 777 (x)dx , de unde rezulta cerinta.
1

ZOll

dx ———ln2

2012 2012

1

ez 0
—zaﬁdxﬂlfiﬂ—d"’}lmz(nn)

b 0< lim jx"-f(x)dx= lim
n—)«vo

n—»+w0 0

x .. P H t)dt
¢ Functia F:R—> R, F(x)= I f (t)dt este strict crescatoare, deci existd limita ,l_l.Tw f[f( )
1

-2
x—)march 4 4.
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34. @) feste continua pe [0,1], pe (1,2] F(1)=f,(1)=1#15(1) =2, deci f este integrabily Pe
[0- 2] > dar nu admite primitive (pentru ca are un punct de discontinuitate de spefa a 1-a,

2 2 1 2
b) Aria este egali cu ﬁf(x)ldx:jf(x)dx:fxdx+ (x+e’)dx=2+32_e,
0 0 0 1

2
If”(x)cbc j(x+e’)dx I(x+1)"dx LH_Z"”
. 1 — 1 1 2 .
LB e a5 Amttletth

35. g'(x)=/(x)-s(1006)>0, Vx>1006 si g'(x)<0, Vx<1006, deci functia g este strigy
descrescatoare pe (0,1006) si strict crescitoare pe (1006,2012) , deci nu este injectiva

2

1
36. a) I,=
) I, l‘[x2+1

v 4
dx=arctg2 - —.
% 4

2 1
f d— [
Sk Y

yI.,-I= dx <0, de unde concluzia.

¢) Sirul (1,, )m este descrescitor gi mirginit inferior de 0, deci este convergent.

1 2 1

2
d) 0< lim I, = lim de< lim |—dx=Ii e )2
n—>+m n—»mlx"+] ,._I;Tmlx"dx ,,I_I,IPQ_,,H(Z 1)_0'
1.1 2 3 1
37. o) 1,+12+13=_|‘"2+"§”dx= dex=l_
o X +x+l bs 2
lxn+l_xn
I, -1, =6"mdx$0=> sirul (I,,)m este descrescitor.
) 0 lim I, = lim [—%" l L
90slim/] =lim |—=—— &< I dx = lim —— =
nri " "—'Mox2+x+ldx_nl—l>2°5[xdx—nl—lgvn+l_0.
g 'It’ M, 1 11
. a) I,= —dt=J(1__ ft =———
4+ U P4 2 2ln2.
1
b) 12n+12n—2=jt2"_2d’= ! ,VneN, n22.
J 2n-1
) I+ L+ 41y, =1, +1+1+l+...+—l =T+l :
012 0 35 2011 4 +3+5+...+m€R\Q

1 .n
d) 0<] = t—-dlSL : =
" 5[t2+1 meriagh. il

1 1 1 1

-1 T T3t s
1

2n—l=

o I, = )T )

L1 n- n-
1 —+§—7+...+(—l) : L+(-1)"1, =

3

1 1 1 11
im|1-=4+—=—=+..+(-1 =1.
llm( FhEn s ( ) 2n-l) 0

n—r+0
1
- 1-x — 1 2 1_7!'_11’12
39. @) Io—!md"—mtgxlo —Eln(x +1)|0_-Z —5—
2 2
2 ex+1) =1 tx2+1) +2x(x* +1)+x* +1-2
b 12_10=}’( 2 ) dx=}( ) (2 ) =
0 x"+1 0 x“+1
X 2 1 v 4
Z4x+x +x-2arctgx | =—+3-—¢Q.
3 6 3 2
4n+1
o Amtim i polinomul g=(X+X+1)" -X se divide cu X2+l
g(i)=(i2+i+1)4"” i=i*1-i=0, deci exisi  geQ[X] astfel  incat
1 2+x+1)4n+]_x .
= 2 . r(" _
g=g-(x*+1)> 14,,+l-6| 7 dX—Jq(x)der,
n+l n+l _ n+2  n*+2n+1
3 I =2—ln‘——‘—_->1" —I"=]n—_1n = >0.
40. a) I, e + n n+l n* +2n

n+l
pi=2-m"ea, 1 - j‘z"—"ldno.
n " X

¢ lim n(2-1,)= lim n(ln"—”): lim m(“,l) =1
n

n—>+wo n—>+mo n n—r+x

h x+1 2’
2 xn 2xn+1
b I=[T—d< [Z"d=1
7x"+1 1 X" +1
2x"+1-1 . 1
¢) lim I, = lim |———dx= lim | 1-— )dx
n—+wo n—b«nl x"+1 . n—)«nl x"+1
Pe de alti parte
2 2, [ ) L (2 o
0< lim |——dx< lim |—dx= lim = lim ———1=0,deci lim/,=1.
n—naolx".{.] n—)«:olx” n+m _”+ll nsto\ 1-n 1-—n Laas
1 1 1
1 2 2x+1 2(n =« T
42, 4 x)dx = |—————dx =—arctg——=— =—(———)=——-
) !( 1)’3 B, B 3B
X+=| +=
2 4

o+ 1

] 1
B 0 lim [¥"f(x)dx < lim [x" de= lim —— =0.
"—)'Kno ﬂ—)mo

¢) Aritim ca polinomul g = X(X2 +l)ml + X2 ¢ Q[X] se divide prin X +X +1.Fie £ ©

A

W MATEMATICA- M1

269
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. A 2 2 g 1 — 6o+1 3In+2 _ = s ”
ridicind a lui X+ X +1=e’+541=0, 2=1. g(e)=6(-¢)" +¢& 0, deci existy =1_L"<l, deci sirul (I,)
e

I e e

,» €ste mirginit §i cum sirul

0<1,= :'[e"’dx < :'[e"dx =—e
1

i 1
A A — 2 = !
7€ Q[X] satieinclk g =g (X X l) e J(xz xE 1) q(x)f(x)dx 5.. q(x)dx =Q. este §i monoton crescitor, rezultd c3 sirul (1, )m este convergent.

bx+c 1+1, 3 2
A Sextrxtl=(x+1)(x241) —L  _ @ = =2 == - g
43, @) Avem x’ +x° +x (= )(x +) I e R Y 46. @ 14_ I____dt t 3+arctg3 arctg2
a(x? +1)+(bx+c)(x+1)=1=a=1b=-1 c=1. s i _pn
-1 = |———dt>0.
L 1 x-1), 3. . oz B Ira=ta zj 741
RO el Froae i) S Lo S
ox TX 0 ¢ Cum sirul (1) ., este monoton crescitor rezulti ci existi lim /,. Dar
Dygtne2 _dmet g ) S
- +L+1,= dx € Q) pentru ci poli 1 3" (1F +1 ntl _ on+l )
&) Lz ~Lann +1i +1o 6| e i h Qp polinomu [o+L= | ( )t=3 2" im (Lyea +1,)=+o, deci lim I, =+wo
n+2 n il 12 +1 n+1 n—r+w n—>+0
g=Xx*" X"+ X +1€Q[X] se divide prin (X +1)(X*+1). \ " |
= —d:>l —dt = lim ———(3™"' - 2"} df = 40,
lf x+1 'f x+1 T Altfel. 11m L nl_lglm t +1 n—l:?w 10 n-lmol() n+1)( ) s
“ a9 l+h= | = | 2 T 2
X+ +x+1 o(x+1)(x +1) 4 1.4 1
"+t
: | 47. o £,()+£,()= jmdmz.
b) 0< lim Ix"f( dehmI dy=lim — =0=> lim I, =0. ' 0
o0 n—+owo n—+o 41 n—+w0 . x20|2
DR BT S O 1 "/ 12() £ +1 1
[x L b limZ% =lim = ;
)l s+, +1,,+1, _J R 5[ Tl -0 x83 2502013202 2013
1 "
1 n+l ll n
0< —-dt< tdt——:> lim 0, deci girul ( £, (1)) . este convergent.
dl, - I Y dx <0=>sirul (1,),,, este descrescitor. 9 0= /(1 I '[ +1 """"f ()= (4 ))"‘0
X +xl+x+1
——d ——d —d = —d>
L+l y+1,,+1, =L‘<‘4In+3:>1n2;; P hmf(Z —”l’l’n*:"j t—"l‘l’r?‘”(]-t +1 '+I t} "l_l:?mjt + t
n+l 4(n-2)
1 1 3 B t" : n+l
= i ii = 2" —1)dt =+
L+l ,+1,,+1, n+l>41 =1I,< 4(n+1). Din ultimele doui relatii avem "l_lglmlsd’ "l_‘f&9(n+1)( )
n n 1
<nl, < = lim nf, =—
An+l) " a(n=2) e "
K213 2nel 1 _2n+1 r
1-1
& Ly +l,, = L = 4 1
B gx +x 4 x+1 § o x+l B 9n+5= I(1+tg x)tgxdx -tg xl“ =3
x 6
‘ 3
f[(xz"—xz"_'+x2"'2—...+1)——1-]dx= Ll +1-m2eR\Q .
0 x+1 2n+1 2n 2
! 1 1 b 1.,-1-= Ig x(1-1gx) dx< 0, pentru ci 0<tgx<leel:-g Z] deci sirul (1,),,, este
45. 9 Ig(x)dx= Ie"dx:—e‘ = . ) 5
0 0 € 6 3
! Perp ! ! i : e T
b Ix’g (x3)dx= Ixse-x,dx =t§'j"e_'d’ =‘§’e-l|:] +%Ie"dt E22 monoton descrescitor si cum sirul este marginit inferior(pentru ¢a 0< 1/, = Itg x dx), rezultd
0 0 0 0 € z
6
n+l
) =1, = j T d>051,,51,. convergenta.
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x
4 = ! "
t
I = lighxde= |——dr.
® ;"g ;[12+l
s g

1 1 n
x" . . 1 1
lim | x"dx= lim —— l—(—J =0.
n-ucol x*+1 no | n—»mn+]{ V3
B

&l

x

3 .2
49. o) 1,( J [tgx dr=-Incosx|3=In2

0

a 4
. - R n ey L]
b)sic) 0< ,I_I,I&I"(a)‘,l_l,ﬂ(!tg xdxs"l}'rya!tg x di<

X
) x
n - 1 n+l_ g _ 1 =3 P
lim J(1+tg x)tg xdx = lim —%"x I8 =—=0, deci sinl (7.(a)),,, este convergent 15
0.
z L1 z z
4 3 3 -
d) lim In(”)— lim Itg x dx= lim I J. = lim j.
n—r+0 3 n—+w R—>+a0 4 z i 7
N n
s B 1 4l o T
lim I2 dt2 lim |—dt= lim (sﬁ —l)=+oo,dec1 lim /[ = |=+mo.
nto J g +1 " 4 n—>~m4(n+]) >+ 3

50. @) ()= [(1+sinx)’dx = J(l +2sinx+1;°;’sﬁ)dx =3
0 0

[

b) lim Ly (a )—hm(1+sma)2("2 =1.
a—0 a

o
1.mj1+smx dr= lim

n—>+aw0

I(I+C' s1nx+C25m x+.. )dx>

O

]

Jlim (1 + C,',sinx)dx = "l—i’r&(a+n(l—cosa)) =+,

(-]

(IE

51. @) x = _[(1+cosx)ldx=(x+sinx)];=—72£+l.
0

este strict crescitor.
n2l

3
b x,,, - I(1+cosx )" (cosx)dx >0, deci sirul (x,)
0
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N
N

|

£

= L. 2 ) 0 n
2 2 14
" o o e dt=
o %= 6[(1 +cosx) dx J(l +cos( > t))

2

(1+ smt) dr.

o-_.NIa

X

(1+C' sinx +C2sin’ x +.. )dxz

e._,NIN

g) lim %, = 11m I(l+smx) dEz—

[ aad

x
P s (T zY) _ . -
- I(1+C,',sinx)dx= lim (?+n(l—cos—£))—+oo,decl lim x, =+ .

N+ n—>+wo
prio 5
x oS p2 ) .
P Z cosx % cosx , smx= oz
——dx= dx = =arctgt[,==.
52. @ Jf(x)dx 6[2 —cos®x H 1+sin’x 5 4
cosx z
_ . R _ S z
p)Fie F o primitiva a functiei f; deci F (x)=r(x) _2—cos2x_0’ xe[o,z]_
2 % cosx 2% cosx
= SOSFL _BOBF g
%) -‘.)‘f(x)dx—(;rx2—cos2xdx+ Ix2—coszx
0
Pe de alti parte
x x t
2} COsX xxtj.(t+ 7) —~cost dt=—jt cost2 dt—lrI cos2 dt .
2-cos’x 2-cos’t o 2—cos’t 02—cos’t
% cosx ", cost % cost Teost .o
- |t dt-rn dt=—nx t
Dect I).f(x b= I 2-cos’x 6[2—coszt 52-cos’t Jl+sin’s
l e [ dx—£+lln(x2+l)| LI
53. a) jf(x)dx:jx arcctg xdx = xarcctgx |y +;!lTxT = 3
0 0

b) lim ]f(t)dt: lim (xarcctgx+-;—]n(x2 +1))= lim arc;;tgx +-;-ln(x2 +l) =
I—‘)Mo X—p+

X400 E
x
-1
o l1ex? 1 2
lim ﬂ—+—ln(x +1) =40,
x40 __l_ 2
2
1$ kY z 1 -
¢) lim —Y arcctg—= | f(x)dx==+=In2.
Jim - Sarectg= [/ (:)ds =T+ :
el
o
x ) . E
54. o) I,=Icosxdx=smx|0= E
o <
£ Xy <
i " T_r
= fcos"xdx <1, = [dx=—<T.
b o<1, !cos xdx<1, ‘! ~<2 .
273



B  M.ANDRONACHED. SERBANESCU « M. PERIANU « C. CIUPALA « F, DUMITREL

274

6. ) [r{e)acm o7 -2

4
57. o[22 T 2+l

¢) Din b,
) Din b) avem 0<1, S— $i prin trecere la limita rezultd lim I,.
n—»+w0

x

B 2 z .
55. a) Aria ceruti este egald cu ﬂ f (x)ldx = j‘cos xdx =sinx lg= 1.
o 0

.17 15
b) lim - |£()dt = lim — . sinx
me!f( ) xl_l,n;x&[costdt ll_leT—o-

¢) Aritim ca sirul (1, )m este monoton §i marginit.
: x

x
1 2 2 2
Monotonia: 1,,, -1, = [cos™! xd - " xdx = n
+ ! Jcos xdx. !cos‘x(cosx—l)dxso, deci sirul (1)

" n2)

este descrescitor.

=2
>

D N [ N

2

Mirginirea: 0< I cos” xdx <
0

3 1

0

4) Volumul cerut este egal cu zrffz (x)dx = ﬂfflnxdx= ﬂ(xlnxl’ —]‘x-lde =
1 1 , 1 x -

1 JER
o [edax = It(\/ln_t
0 1

deci [e7 e [/ () =e.
0 1

)'a’z =t\fln—t|: - ]JFIdt =e— ]\/l;dt ;
1 1

3 3
dt=ln(12+t+l),§=lnf—z.

5 f(J; ) o +1+1
3
b)In J'g (x)dx facem schimbarea de variabila
i

xe[L3]=ref0,1]
=f(t)=>dv=1'(t)ar

g(x)=1, dec:{ si obtinem
J'g(x)dx jf (r)de=2f(r). - jf(:)d:: J‘f(x dx+jg(x)dx 3.

©) Considerim functia 4 : [L3]>R, h(a If(x)dx+ Ig(x)dx a.

1
58. 9 f'(x)=l—1+x2 1+x?
_f(0)=0=>f(x)20,Vx20.

Aria cerutd este egald cu

(@) g(a)-1<0, pentru cd g(a)e[0,1], Va €[1,3] . Deci functia & este descrescitoare,

adica h(@)<h(3)=0, Vae[L3].

2
>20VxeR= f este functie crescitoare pe R si cum

z
————+

J'lf(x ]dx j(x arctg x)dx = —l — (xarctg x) |0+I .

pLa punctul @) am artat c3 functia f este strict cresctoare, deci este injectivi.
f:R—R este continud si din l_l}l}lm S(x) =+, Em S (x)=—0, rezulti ci feste surjectiva. in
X X—»—0

In2.

N | —

consecintd functia f este bijectiva.

¥ 01-Z
¢ in I f7'(x)dx facem schimbarea de variabild f~'(x)=¢, deci o3 e[ il [0,1] .
' =f(t)=>dx=f'(t)at

-

= lJ}f’(t)dt:tf(t)l:)—;[f(t)a'z=> ;[f(x)dx.,. jf“(x)dx=f(1)=%,

0

Obtinem [ £ (x)dx
0

59. a) f(x)=x3+x2+x+l=(x+1)(x2+l).

Aria este egali cu ]’| f(x)|dx= _j —(x+ 1)(x2 + l)dx + t]’i(x«» 1)(x2 4 I)dx =
=2 =2 -1

=:'i-(x’ +x° +x+l)d:|c+j':(x3 +x° +x+1)dx=%.
b) f'(x)=3x*+2x+1>0, xeR rezulti ci functia f este strict crescitoare, deci este injectivi.
S:R— R este continuii §i din ngm Sf(x) =4, Jlim f(x)=—, rezult ci f este surjectiva. in
consecinta functia feste bijectivi.
xe[l 4]::>te[0 l]

= f(1)=>dc=f()at

25 23
If(t )dt =4 - _[f dt=4-2 =1

¢in If (x)dx facem schimbarea de variabila f™'(x)=1, deci {

obtinem If (x)ax = I{f dt—tf(t

60. a) !f(x)dx = !x(l -x)dx =% g

b) Funcia f este continui pe R\Z . Trebuie aritat c4 f este continu intr-un punct oarecare n € Z
F(m)=0. d

fi(n)= ’lri}r,l'(x—(n—l))(l—[x—(n—l)]) =0; fy(n)= li{“,‘,(x"”)(l ~(x=n)=0;

unde rezulti continuitatea lui £; deci fadmite primitive.

W  MATEMATICA- M1
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1 PO |

¢ Considerim functia g:R-» R, g(a)= I f(x)dx. Cum g este derivabily e Pentru x&[0,]]=>sinxe [0,sinl] = o < ‘;'rsin" — de<l=
g'(a)=f(a+1)- f(a)=0, VacR = functia g este constant, adici ceea ce trebuja demonstry; s : 1 . "l—lmo}. in,,lx - =
1.0 [0 J =t fraacco S
‘ 1 1 : 1 (x2 -0»1)E —E 1
b J[f(x)f (x)+ f(x) ] j[f (x)f(x)]dx [f(x)f(x)]l =-2012. | 65. @ !f(ﬁ)dx:é[x x +ldx=5 % 0—3 5

y x)= f(x)20= g este crescitoare pe R.
] If(x)dx = ZIf(x)dx, deci inegalitatea este echivalents cu %s If(x)dx <1. b g'(x)=1(x)
3 0 ]

- ! E x x S . . .
l l l o g(x)= Itzs/r‘ +1dt2 Jt‘dt =15— = lim ¢ (x)=+0= graficul functiei f nu admite
[

%:arctgx[},= I“_l 2dxs‘[f(x)dxsj'dxﬂ.
Ui 0 0 asimptote orizontale la +co.
J g(x) _
1i ficul functiei g nu admite asimptote oblice la +w.
(Son(x) r(x+1)(x+2) (x+2012) | xv2013 ,13.'& = lim g'(x) =40 grafi
62. a) | =] de=x+In(x+2012)+C
fzoxz(x“) x+2012 2
(x+2)(x+3)...(x+2013) 46, @) A= ﬂfl(x|dx jf,(x)dx ( (x+1)° )l =§(2~/5-1).
1 1 1
b [(x*+2)f(x*)dr= [(x*+2) L il = l( ) T 1 ] b o v A L. 1.3
(3[( ) 3(x) 6“(J|r I(x2+l)(x2+2)(x2+3) '[2 41 2243 2 b) Ix[f,(e“)]zdx= x(e"+l)dx=[xe dx+fxdx=xe , € 0+2—5.
0 0 ° t
1 1 x| 1 1 1 1 . .. .. .
E(arctgxl},—ﬁmtg \/50]—5(7-6‘/— ) 0 151, = Imdxsa[(x"ﬂ)dx:;—lﬂ, VneN’, deci, prin trecere la limit3, obfinem
y ¥ x A = irul (1,),,, este convergentlal.
) [£,(F)ar= | ! 1 _x1 lim I, =1=>
I R e e e i .
6. 0 [/(x)de=rin(s 41} s 2 i 1 x 67. o I, lJ'x S LA 2V
. =xIn - mn2-2{(1o— 1 gt n s . @I = = = :
a !f(x) x ( +1»0 !xxzﬂdr In2 2‘!(1 x2+l)dx_1n2 2+2_ 1 ] 2 3 o 3
~x t=-y X
b g(-x)= ojf(,z)d, - —!f(yz)dy=—g(x), VxeR. 5 °<I" = dxsj f(b‘_i:}ﬂoz =o0.
¢) Limita este egali cu ki f(x'“)+f((_x)'°°°) ; 21n( o ) 2 n Jx? +1dx = x__+_xdx=Ix"ﬂ(‘/x2+1)'dx+l_“xn_l(sz"’])'dx:
SR T 2o e < 9 I"=£x o _J\“‘z“ ° ’
! 1
1 1
R N i o V2~ (1) [ 1+ ST~ (1) [N T = 2T = (1), (D
0 H 0
2 X—I—l; _._1_ —(n-1)1 .
B [fra(sinx)dx 2 jf,o.z(oosx)dx 1= 22~ (n-1)L,]
0
1 1
o ';[f (sinx)dx = Jsm -

saaweriiam~k BE®

23
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(-]

b 1= fx"ﬁ —J‘rl(x\/‘“)ﬂk

0

-1% -
i Ix B l—xz)\/l—xzdx=Ll(1"_z_1")=>("+2)]"=(n—l)l,,_2.

EN
o) 0<Ix"\/l x dx<jx"dx——:> lim 7, =0.
n+1 N+
Xooe %x, e+l
69. a) !x-f(x)dx:!plnxdx:?lnxll—!?bc: -

5 j‘f" (,vc)ai:c+n]f"‘l (x)ax = ]x'ln"xdx+ n}ln""xdx = xln"x,: —n]ln""x+ n]'ln
i i i i i i

9 Jinxac "=’ lj'r"e’dt :
1 0

I 1 1 e
n_t n s € : n T n i
OSJIedtsa[twt—r-'.l:nl—lg]m!te’dt—nl—l:i!f (x)dx—O.

in relatia

1
_;(l_xz)g,r' +”T";[r2(1—£)\/1_x2d,

n~lx= o

J'f’”' (x)dx+(n+1) If" (x)c=e* trecem la limity
1 1
. Y n+l 0 n+1 : Y n e 4 Y 2] e
= e i 5 i 7 ahe=e = i o e
v _n+3 n+l "
70. ) L+l +L= [ P, 1
0 X +x+l n+1
1 L x"
b) I,,H—l,,-jx3 dx <0, Vn21, deci sirul este descrescitor.
aX +x+1
©) Avem 0<7J, sj o=l o lim I, =0.
n+l  nowo
Pe de alty arte  3,3<1l, ,+1,, +1, s b o <3, = 1 W S l
P n+3 3 n+l n+l n= 3(n+l) (n_z)
= lim nl, -1
n—p+0 3
1 2
n.og =J’x~/_x+ldx=j'(t—l)~/t-dt=%.
0 1
1
I, . -1 = f(x"*' —x")Jx+ldx$0, Vn 21, deci sirul este descrescitor.
0 .
1
¢ nl, =n|x"Vx+1dc= =x"(xJx+1) x( x+1+ )zbc V2- I, -
fe e o

&
=— 1,=0
de alta parte 0<17, ij V2dx n+1=>"l_1’r*r:°

n+l n+l

I 2~fx_+— '[

fn final lim nl, = \/E

1
X
lim | ——dx=
2(n+2) "—>+°°!2\/x+l

(N1

: :
72. a) r,= JI cos2x|dx = J'cos2xdx cos2xdx=1.

FSEY

z 2

2 1. 2i_z
+§sm4x|gJ—T.

[

z —il+cos4x _ .| X
b V:;rj'cos22xdx=7r5[—2—dx—”(2
0

(n- l)zj'sin2 (2x)cos™?(2x)dx =

(2x)dx= sin2xcosn-12x“ +
2 o

o-._‘&l*l

c)f[f"(x)d"

£

=(n-1) ]cos""2 (2Jc)(l—cos2 (2x))dx (n-1) If"'z(x (n— 1)6[

de unde cerinta.

: 2 1 2
-1 [——dr=2m2.
73. o) .[j;(x)dx—gl+(1—x)dx+,Jl+(x_1)
o ﬁ_, x€[0,2013]
-X .
b) Fie F o primitivdi oarecare a lui fi;; F'(x)=fous(x)= ;012,x>2013
P
— L xe(02013) .
" ) = (2014-x) deci F este convexa pe (0,2013) si concavd pe
F (x)=f2013(x)— _1 K
__(x_zm)z,nzon
(2013,4<0) .
In 2n+1)_1
9 fimn | )= i b i n(2521) 1.

3n-1
74. a) F'(x)=f(x)>0, VxeR, deci F este strict crescatoare.

)IfX) _Iﬁﬁdx—;f(x +1 x+3)dx (4 3\/_)

x+1

: 2x) astfel
¢) Din teorema de medie pentru integrale aplicati functiei f : [X,ZX] - R, existd ¢, €(x )

Trom

zx . x — .
ca If(t)dt:(Zx-—x)f(cx),deci Jim 2— = lim

(2x_x)f(c") = lim f(cx) =1
x e

$i
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Partea 4. VARIANTE DE SUBIECTE

Tema 4.1 Subiecte date la examenul de bacalaureat in anii anteriori

Testul T Examen Bacalaureat, iulie 2012

SUBIECTULI

(30 de Puncte)
. (+)'=2i 3
|24 =2 2p
2. f(x)=g(x):>xz+3x+2=0 Ip
x=-1=>y=-1 2p
xz =-2 »n= 0 2p
3. 2x+l < 22 lp
x+1<2 2p
§=(-0,1] 2p
4, _ Ir. cazuri favorabile 1p
P="0r cazuri posibile
Submultimile cu 3 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice sunt: {1, 2, 3}, 2p
{2, 3,4}, {3, 4, 5} 5i {1, 3, 5} = 4 cazuri favorabile
Numirul submulfimilor cu 3 elemente este C; =10 => 10 cazuri posibile; =% . 2p
5| av=3oa+2=3 4p
a=1 1p
6. 2 2 _ 2
cos A = AB2+AC* - BC 2p
2-4B-AC
1 3p
A=—
cos 5
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
149 21 3 2p
A=|1 2 3
11 m
detA=3m-6 3p
b) | Sistemul are o solutie unica §i numai daci det 4 # 0 3p
Finalizare meR\{2} 3p
4 21 , 1p
det A=0si | 2 # 0, deci matricea sistemului are rangul doi
PN 2x+y=—3a:> _ _ 2p
x+2y=-3a = =t
x+R+zi=3=(-a)’+ 1p
H-a) +a’=3=ac{-L1}

1p
Solutia este (X Yor Zo)— (L L — 1) a
Y- X(q)=X(p+q+ P9 2
29 /:(:e]R\{l}:(p+l)(q+l)#0=>p+q+pq¢ -1, deci X(p+q+p9)€eC p
] Pentru orice X(p)€G ,existd X (—m) astfel incét N
P =
ol X(_H p) 0 2
' A X(——I—’—) eGsi x(— : f ) este inversul lui X(p)
| “1+p 1+p P .
e =0 "
x@) =X((p+)’-1) u
(p+ 1)’ =8,decip= 1 si solutia este X (1)
- 30 de puncte)
sUBlECT UL al lll-lea ( P =
1.9) () =3 -12
/,‘ ij” '(x) 2 0 pentru orice x €[2,+ ®),deci feste crescatoare pe [2,+ ) :p
P
= | .
1 x) = +0
b | limf() - _ 2
S lim &~ = lim € —4w
xl-!)rgo f(x) }_’l'i 3x2 —12 xow 6x 1 6 S
V) Sirul  lui Rolle pentru funcia  g: R—-R, g(x)=f(x)—aeste | 5P
—o,16-a,-16—a, +© -
Ecuatia are trei solutii reale distincte daci si numai dac3 a € (16,16) -
2.0) | F'(x)=f(x)pentru orice x € (-1,+ ) o
£(x) >0 pentru orice x € (-L+x) -
F este strict crescatoare =
o If(x) —I 243 goo v,
x+1 (x+1)(x+2) ox 1 o -
=In(x+1) o+1n(x+2) o=
E x - 2x+2 3
) [ fod =i -Ine+2)| =2x-0"5 , pentrux>0 :
P
2x+2
} lim T ] x+2 =) _
“ L X400 EI
\ ject de rezerva p
'| Testul 2 Examen Bacalaureat, julie 2012, subiectder E
| (30 de puncte)
SUBlECTUL 1 g
‘ (1 +2iy =-3+4i ﬂ-
\ Partoa reala este egald cu =3 E’ -
i 281
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2. | x,+x,=3 W
xx,=a }
a=2 }

.| x=g(5= r(x)=5 By
2 +3=5 (2p™
x=1 F

4. _ nr. cazuri favorabile F
P =i cazuni posibile

Numirul cazurilor posibile este 2° =32 ?

Numdirul submultimilor cu 3 elemente este C; =10 => 10 cazuri favorabile ?

-5 [1p ]
16

5.| 4B-6i+9jsi AM =(x, —1ji+(y, -3) 25
smxs  uma -1=2 (2p ]
A =178 o ¥ 2

3 Yu—3=3
M(3,6) 1p ]
6. | sinx+2cosx =3cosx ‘Z;L
sinx = cosx 1p
=X 2p
M= ‘J
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
19 111 2p
D@O,1,-)=[0 2 -1
0 3 3
DO,1,-) =12 3p
b) 111 Ip
A0,Lx)=|0 2 2«
0 3 34
. . 1 1 1p
Exist3 minorul d = =2+ 0= rangd(0,1,x) > 2
02 o,
rang4(0,1,x) =2 <> D(0,1,x) = 0 1p
D0, x)=6x(x-1)=>x=0saux=1 __ZP/
© 111 1p
D(a,b,c)=6la b ¢
232 2
a b ¢ ’z/
D(a,b,c) = 6(b~a)(c~a)(c-b) | 2P
D(a,b,c)=0=>a=bsau b=csauc=a dec triunghiul este isoscel ;}
2 N B p
4 1 fy=0 ]
f3)=b P
Finalizare ﬂ)

- N -
f p are radicinile 1, 3 5i 4 P
i 3 4 4 3 1 2
P=(X-D)(X=-NX~4)=(X+4)(X +2)(X +]) P
s - . . 2
L=""| 7()=f(3), deci fnu este injectiva p
¢ Tm fnu poate avea 5 elemente, deci fnu este nici surjectiva 3p
| —
glIECTUL al lil-lea (30 de puncte)
& 3-9x 4p
19 | fx)=—"—"7—
(F?+3)VxP +3
Finalizare ; P
7 tim 70 =1 p
Dreapta de ecuatie y = 1 este asimptotd orizontala spre +oo 2p
| lim f(x) =1, lim f(x)=~1 2p
== . . . 1 2
Din monotonie, valoarea maximi a functiei este f (3) =27 P
i 1
Imaginea functiei este (-1, 27 ) )
2.a) | Feste derivabild si F'(x)=Inx, pentru orice x > 0 3p
F'=f 2p
b “ 2p
Aria este egali cu ﬂln xldx =
e : 3p
=F(x) 1 1
% Tep I Py 1 Ip
@+ [ W= [t-(p+1)-£70)- 7t =
- 1 1 _ : 5
= [e-(n?*'ydr=-10P* 4|7 - [in?* tdt = xin?*' x - [In"" tat
1 1 1
Finalizare 1p
Testul3 Examen Bacalaureat, mai 2012, sesiunea speciala
SUBIECTUL | (30 de pul;cte)
B X’ +mx+4=0are solutia x=2=>m=-4 2p
| Pentru m = —4 cele doua multimi sunt egale zg
2' X, = —L = l -
P 2a 2 s
A=1 1p |
1 |8
| " — &
3, [ Conamic. p | £
onditie: x>0 = &
38 30 ey x <] g
0,1 1p
xe(0,
e ) )
283
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4. _ nr. cazuri favorabile 2p
=" cazuri posibile
ab cu a,b € {1,3,5,7,9} sunt 25 de numere => 25 de cazuri favorabile 2p
abcu ae{1,2,3,..,9) 5i be{0,1,2,3,...,9} sunt 90 de numere = 90 de cazuri posibile 1p
—
25 Ip
18
5.1 3__a ?
a 2a-3
a’—6a+9=0 T
a=3 1
6. | Syc=12 2p
- abc 2p
R=4s
=25 1p
B 8
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.9 -10 0 3p
A7)=10 1 0
0 0 -1
-1 0 0 2p
Am)=10 1 0
0 0 -1
b) cosxcosy—sinxsiny 0 i(cosxsiny +sinxcosy) Ip
A(x)- A(y) = 0 1 0 ,Vx,yeR;
i(cosxsiny+sinxcosy) 0 cosxcosy—sinxsiny
cos(x+y) 0 isin(x+y)
Ax+y)= 0 1 0 , pentru orice X,y e R
isin(x+y) 0 cos(x+y) 3p
Finalizare L
9 | A®2(x)= 42012x) 2p
A(2012x) = I, < cos(2012x) =1 i sin(2012x) =0 1p
= _kx 2p
*=1006° F<Z
2.4) 2 1 2p
xo%: 1 2 1 =x, pentru orice xe€ G
2.~ —x—-=+1
2
1, 2
%ox= i 2 i =x pentruorice xe G .
2.2x—>—x+1
2
Finalizare 1

] [ 1
b) ox'= XX = X X =x% 1 L p
Xox TR R T e x' x, pentru orice x,x'e G
xox'=%:x'=l—x 3p
x€(0,)) Ip
o |feste bijectiva :p
1 E-Dy-1 . p
Xoy)= -1= pentru orice x,y € G
feon=27 P
1 ) 1 ) (x-D)(y-1) , 1p
=|=-1)| =~1|==+——=——= pentru orice x,y € G
se050)=(L-1)( 2 X
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
Pl
19 | fim %= lim —2%_= lim —2—= 3p
x+m f(x) o’ 4o xowwet—g
b f®= L4 ;e‘ pentru orice xe R Ip
X —X 2
f'(x)= % pentru oricex e R p
f"(x) > 0 pentru orice x real, deci feste convexd 2p
9 e +e e+ . 2p
x)=———=> g'(x) ==———=—pentru orice x> 0
g(x) 2 g'(x) 2z P
x>0Vx>0= e > 2p
£2'(x) > 0 = g este strict crescitoare pe (0,+ ®) 2p
2.a) z 1p
Jy = [sintat |
0
1 2p ‘
f |
J, =cost ‘
J, =1 1p
b) 1 1p
I = Ix\/l -x*dx
0
3p
1
I= % 1-x)3
1p
1
Il = 3 E
c z 2p |
Jg=d5.= Isinz"xcoszxdx s
0 =
1 3p g
Cu schimbarea de variabila sinx = obfinem J, = J,,., = [i-V1-£di =1, i
0 <
=
a
285
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Testul 4 Examen Bacalaureat, august 2012

SUBIECTULI (30 de puncte)
. [ 1og,(V7 +V3) +1log,(V7 = V3) = log,(/7 +V3)7 -3) I3
Finalizare 2
2. | f(x)=0x=-1saux=—4 3p
Distanta este egald cu 3 7p
3. | Notam 3" =¢si obtinem ¢ +3t=4 3p
t=1<x=0 2p
4, e {11 § . 20-k-E 2p
T =Chx" (7—;) =Cyp'x 2
zo-k—§=14¢»k=4 2p
Rangul termenului este 5 ip
5. 3 2
m,; = -'2— P
Ecuatia paralelei este y—y, = —%(x—xA) adiciy = —%x+12§ 3p
6.| BC _ 4B _1 3p
sind sinC 2
m(«C) =30°, deoarece m(«xA4) > m(xC) 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.9 -1 a l 2p
detdA=la+2 a a+l=
a+1l 2a-1 3
3a+3 a 2a+4 1 a 2a+4 |l a 2a+4 2p
=3a+3 a a+1|(=@a+3)l a a+l|={0 O —-a+l
3a+3 2a-1 3 1 2a-1 3 0 a-1 -2a-13
Finalizare 1p
b) | Sistemul este compatibil determinat <> det 4 # 0 2p
detA=0&>ae{-11,-3} 2p
o —x-2y=1 1p
a=-2=3:{-2y-z=1
-x—=5y+3z=2
sel = 45 1 4p
FETg V=T iy
20§57 =15=55<34-4 5
b) 8 " 40 v VR R
F=X 4+ X 43X 4 3= XA + D) + 3 +) 2p
f=(X*+ixx*+3) 3p
L) f@=3 1p

az0=>a'=1 2p
f(a)=1+4+3=3 pentru orice a # 0 1p
\/_ Finalizare 1p
sﬂgCTUL al lll-lea (30 de pur;cte)
14) feste derivabilipe R si f(x)=1+ : - P
Vx4
| | 5 — :
i L S@=_ e SO SO) _ g2 )
-0 X >0 x—0
l——
b) limf(x)=limx+\lx2+1=2 zp
x40 X X400 X
-
lim (f(x)-2x) = lim Wx* +1-x)=0 2p
= 2x este ecuatia asimptotei oblice spre + la graficul functiei f 1p
¢} | f este continud pe R, XIEE» f(x)=0 si xl_l’er S(x) =+ = feste surjectivd, deci | 2p
ecuatia are solutie
f'(x)>0, Vx e R = f este strict crescitoare = f este injectiv, deci solutia e unicd | 3p
24) 3 2o 1 a _ 3p
L= _Ex-e dx—ze =
el 2p
2
b) p-1 X2 — 2 ' p-1 e p-1 's } - -1 4 p-2‘ix 3p
ZIP—I:x (2xe )dx—‘[:(e )x dx=xP"e Io ¢/ )_Ce x
2, =e-(p-DI, =2, +(p-DI, ,=¢ 2p
< Considerim functia continud  f:[0,]] >R, f(x)= xe* sirWl  de diviziuni 1p
A = (ﬁ) cu [|A,] - 0si punctele intermediare ke [—k—_—l,K]
N o " n n'n
2 2p
- 1(f 2 2\ im LSk L) -
xl-lgio;z_'(e"l +2e7 +...+ne"z)_xlmn g{n o
1o (k)] e-1 2p
= lim = k)= ==L
xlil?wn ;f(n) oIf(x) 2
Testul 5 Bacalaureat 2012, Model MECTS (www.edu.ro)
SUBIECTUL | (30 de puncte) z
1. 24<x+1<24 22 5
-25<x<23 | 2P |
2 Y
Card4=49 3 e
2. [2x-1=2¢ — 3x +1 | 1p |
w2, s & 3p E
1 2 2 E
Punctele de intersectie sunt (2,3) si (%,0) 2 i g
. o |
28

Ak

Y
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3o 1+7x=143x+3x* +x° 1p
xx*+3x-4)=0 1p
x=0x,=Lx=-—4 3p

4. | Alegem 2 numere impare din cele 5 in C2 =10 moduri 2p
Alegem un numir par din cele 5 in 5 moduri i
Sunt 50 de submultimi 2

5. | Mijlocul segmentului are coordonatele (2, 1) 1
Dreapta 4B are panta 3, deci mediatoarea are panta —%- 2p

. 1.5
Ecuatia mediatoarei este y = T35 3 2p
6. cos2x=l—2sin2x=% 2p
sinx=+-L 2p
V3
xe(O ):>smx=% 1p
< __ |
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 1 m 3p
A=im m* 1 |=—m’-1)
m 1l m
Finalizare: m = 1 2p
b) Daci sistemul are solutii nenule, atunci A =0 2p
In acest caz, sistemul se reduce la x + y+z=0 1p
Aceasti ecuatie nu are solutii cu toate componentele strict pozitive 2p
c Pentru m = 1, rangul este 1 2p
Pentru m # 1, rangul este 3 3p
2.a) (xty)*z=%(x—l)(y—l)(z—l)+l six*(y*z)=%(x-—l)(y—1)(z—l)+l Ly
Finalizare: legea este asociativa 1p
b) Trebuie sa aritim ci existi e e R astfel incit x*e=e*x=yx, pentru orice xe R 1p
rre=x>x+e—xe+tl=2x<> (e+1)(x~1)=0, VxeR, deci e=—1 3p
Verificarea relatiei (—I)s+x=x, Vxe R 1p
3 2
© kg X =3 +3x+3 2p
4
Ecuatia x*x#*x =3 este echivalenti cu x-3)(*+3)=0=>x=3 3p
N s
>0 J
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1) | fex)=—x +3x+2 2p
litn X -3x+ 2 _ 3p
w3 43042
Y | raw=3-3 % |

f'(x)<0,Vx €[-1,1] = f este descrescitoare pe [-11] 3p
¢ SM)=0,f(-)=4, lir}nmf(x) N +00,xl_i}{lmf(x) = -0 2p
Din studiul variatiei functiei deducem ci ecuatia flx) = m are trei solutii reale 3p
distincte dac3 si numai daci m € (0,4)
Ip
ﬁ I,= £ldx—2£x2dx+ _ﬁx‘dx:
3p
3 5 1
=|X- _2_x_ + L1
3 5]
15
b |1-1,= _Exz (1-x%)"dx 2 0 pentru orice n, deci sirul este descrescitor 3p
I, 2 0 deci sirul este mirginit inferior 1p
Finalizare ;p
‘ p
o I, =x(1-x*)" N _[:x(l -x)" (2x)dx =
= lp
=-2n[[a-2)-1]0-2)"ds =
=-2nl,+2nl, , = Q2n+1)I =2nl,_,Vn22
Testul © Examen Bacalaureat, iunie 2011
SUBIECTULI (30 de puncte)
2p
L[ 1<V2<2 i
2</5<3 _ :
Rezulti ci 2 este singurul numdr intreg din intervalul dat 2p
. b 1Y
2' Axa de simetrie a parabolei este dreapta de ecuatie x =x, = 2
e ™
P m=—4
2 5
3. x-Ze {(—1)‘£+k7rlk € Z}
6 6
2p
T
xe { 3 ,zz} =
4, A: = n(n - ]) zp
c n(n-1)
n 2 lp
n(n-1)=12=>n=4 -
S.1a_L
|1 -2 =
a=-1
B 2

B MATEMATICA — M1
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6. | sin’x+cos’x _ 2p
sinx - cosx
1=2sinx-cosx F
sin2x =1 T
T
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1a) 1 x 2\(1 y 1p
A(x).A(y)z 01 2x|-{0 1 2y
0 0 1 0 0 1
P
1 x 2)Y(1 y ») (1 x+y (x+y) 4p
01 2x[-{0 1 2y|=|0 1 2(x+y)|=4(x+y)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
*‘-\-
b) 0 x-y x*-y Ip
A(x)-4(y)= 0 2(x-y)
0 0 0 )
00 2():-—y)2 2p
(4(x)-4() =0 0 0
00 0
3 2011 2
(4(x)-4(»)) =0, =(4(x)-4(»)) " =0, d
c) Matricea 4 este inversabild 1p
1 -x x p
(A=) " =0 1 -2x|=A(-x)
0 0 1
24q) | f(-))=-1+1-a-i(a-2)+a+(a-2)i 2p
Finalizare: f(-1)=0 3p
b) Rédacinile lui g sunt de forma x; =u+iv §i x, =u—iv,unde u,ve R 1p
Din relaia lui Viéte rezultd x, +x, =-p §i xx,=¢ 1p
p=-2€R si g=u?*+VeR 2p
Ecuatia x*+ px+¢=0, cu p,geR, are solufii distincte complex conjugate daca | 1P
$i numai daci A <0, deunde p*<dq
9 | f=(Xx+1)(X*-aX+a+(a-2)i) 2p
Polinomul 4 =X"-aX +a+(a-2)ieC[X] are dous rad4cini distincte complex 1p
conjugate
Conform punctului b), rezulti aeR §i a+(a-2)ieR, de unde @=2, care 2p
convine .
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
| 1 1 -2 3p
S'(x)= x+l x-1_ x'—t

b e ] f'(x)<0 pentru orice x>1, de unde concluzia 2p
{ Jim f(x) =+, deci x=1 este asimptota verticald 2p
x—1 -
L— Sfeste continud pe (l,oo) , deci nu are alte asimptote verticale 1p
Lo 2p
| im In X+ - iy= imptotd orizontala spre +wo
lim f(%)= lim In~=.=0, deci y=0 este asimptota orizontald sp -
| In(x+1)-In(x-1 , 0
L lim xf (x)= lim _n(_x_)xT(__l — nedeterminare de forma o
P x40
= = »
=y o (x+1 l—(Jc—l)I 2t
Cu regula lui ’'Hospital, limita este ,}1.'?@ (——)fx_z—— = JLT» e 2
3 | 12 .23, dp
2.4 fla 28 , 0 e
r(x—sz;+2)dx —(zx 3 3 x*+ x)l
= —-i- 2p
e 2
b A= Iz A (x) dx = _Iz__f(x) dx, deoarece f <0 pe intervalul [1L2]
x x
1p
= [xatv+3[ - [(Zax=
: 2
=3 _2m2 P
2 : -
Wyl [ l 2 _ o _
] ffn(x)dx=-;—r(2x—3) f (x)dx—E(Zx—B)(x 3x+2) L
L f(ax-3) ()=
n (4 12 +8+1) 7 ()de = =22 [ 17 (x) e~ 5 [ (x)ds, de unde Zp
=qulast-122 2 2
concluzia
Testul 7 Examen Bacalaureat, august 2011
SUBIECTULI (30 de puncte) ;
p
}- b, = blq21b4 = bl‘]3 -
oty
24 —26q -
q= .
2. l_al =0 o] 2]:)
a=1 sau a=-1 i
-
|| \3 2 =
Deoarece % >1, inecuatia devine x <-x
2p
§ =(—0,0) -
D T, =CiN2 ke{01,..,10}

B MATEMATICA - M1
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T..,cQo k par 2p H ::] Finalizare : p
Sunt 6 termeni rationali 1p 2.4) Eg(x)dx = f’e”dx =—e”| = =
5.| BC:x+y-1=0 2p e =
2+2-1 3 3p e 2p
Distanta este =—7 TR e o
V2 V2 T Cu schimbarea de variabild x* =1 seobtine 3 E‘ e 2 5
6 | cos60’ =1 2p | 1 e e=2 P
2 —’| *3 £ dr= 3e
AB-AC = 2
AB-AC=AB-AC-cosA= 2p | o ( ’)dx=f -dezO’V”eN',decisiml este crescitor £
=10 Ip ) I -I,= f g\* 2p
- 1.1 | este marginit
& _____< ,VneN’, deci siru g
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte 0<1,< [erdi=1- :
YW 2 el o - C@Mﬂmmm el este convergent
0 0)lo 0) 00
! 1p | MECTS (www.edu.ro)
g (0 0]6 i Testul 8 Bacalaureat 2011, Mode
b a\2 _ 2 2\ 2p (30 de puncte
A deci & 3 : :
T - g - i]= i+ () - -
x
Matricele (0 0] apartin lui H pentru orice x € R i _Ji-2 ™
Finalizare 1p 2] xX*+x+1-y=0 2p
2.a) | Restul impartirii polinomului fla X —i este f(i) 2p | A=4y-320 2p
A = (2: )9 = _9t0 3p P l )
1()=(2)" =2 tm, =[ 3.4 =
b) k v 10-k k k 310 k k v10-k k 2p
g k(=i - -~ 3 3
f= Z(c,,,x +ChX (<) )= goc,,,x (1+(=)") b=3 T
a,,,,=0eR, pentru orice p {0,1,2,3,4} 1p =4 m
=CFi** (l +(-1)2p) =2C -(-1)’ €R, pentru orice p€{0,1,2,3,4,5} 2p b, =96 m
4. | 1og, x=log,9-log,8
€) | Dach z este radicin3, atunci (z +i)"° =—(z-i)"°, deci |z+i|=|z-i| 3p T 105 s
=10 — T 0.
Punctul de afix z este egal depirtat de punctele de afixe ti, deci aparine axei reale | 2p log, » =108, g 8 “
5. 1 =2 unde d1d'
=——=mp,=
SUBIECTUL al lI-lea (30 de puncte) S T
1a) i f( ) f( ) (2 2p Ecuatia dreptei d' este y=2x_4 “
im——t———7 =
X2 x-2 f ) 6. 2 2 l
costx=1-smm" x= 9
f(x)=5x*-5 2p
1
r'@2)= 1p cosx =13 “
B | f£*(x)=20% seanuleazi in 0 3p xe(l,n):cosx=—-lj
Deoarece f*" are semne opuse de o parte §i de cealalti a lui 0, rezults ci O este | 2p L 2
punct de inflexiune.
) f(x)=0=>x"-1=0=>x=11 1p
Tabelul de variatie a functiei f 2p |
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SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte
19 0 4 16 2p
4(2)-4(0)=|0 0 -8
0 0 O
(4(2)-4(0)) =0, N
(4(2)-4(0)™" =0 e
b) 1 —2x-2y 4y* +8xy+4x* 3p
A(x)A(y)= 1 —4x—4y
0 0 1
Finalizare 2
] dct( A( x)) =1# 0, deci matricea este inversabild 1p
A(x)A(-x)=4(0)=1, 2p
1 2x 4x° 2p
A (x)=A4(-x)=[0 1 4x
0 0 0
2.4) x*%=%*x=x,VxeG Ip
Verificare 3p
Legea ,, * “ are element neutru e =% Ip
b) Orice element din G este simetrizabil gi x'=1-x 3p
O<x'<l,deci x'eG 2p
c) Justificarea faptului ci functia feste bijectivi 2
_ _(-Dy-1) 2p
(x * y) T+ y = P
x—1)(y-1 1p
797 0)=(L-1)(3-1)- LD ey
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1. 1
@) - f(x)-f(5) _ 2p
n—$ x-5
=lim(x ~2)(x-3)(x-4) = 2p
=6 Ip |
b | f(r+1)-1 5 1p
f(n)-1 " n-5
i f(n+1)=-1 i (n 1) _ Tp
N4 f n) -1 ns0\ P —5
" 1
= lim (1+ ) = P
H40 n—
=t 2p
9 | 7@)=173)=L1(4)=11(5)=1 p

1
| fcontinu pe intervalele [2.3].[3.4]).[4.5] lp
e | f derivabila pe intervalele (2,3),(3,4),(4,5) p
L—1 Din teorema lui Rolle si din faptul cd £ este de gradul trei rezulta c3 f'(x)=0are | 2P
exact trei solutii reale distincte :
ﬂ—- 1-x p
I, —j 1=X g =
X +1
|1 17 1p
le +ldx =aICth|o = —4—
0
2p
- ' _In2
x 1 2 _In2
jx2+1dx_ in(x +1)|0 L
T | 4,-2-In2 1p
°T4 2 1
p
T ‘(x2+x+l)2—]
-1, = 5 dx =
H x“+1
‘ 2 1p
f(x* +2x +2)a ] S =
[]
1 lp
10 o o
3 T x4l :
P
10z
=3 2%9 -
4n+l
9 | X241 divide (X2 +X+1)" -X
1p
(x* +x-:1)4n ' _x - g(x), unde geZ[X]
x“+1 -
[gdccQ
Testul 9 Examen Bacalaureat, iunie 2010
SUBIECTULI (30 de puncte)
3p
1_ NG — 4 — 2 4 sy
(a-ii-D) =) -
=16 _—_—zp
2. 3+x i
-X =ln =
£(-x) =3t " s
3-x\ _ . 3-x_
ln(3+x) - ln3+x -
=-f(x) s
3. | X +2x-8=(x-2)(x+4) -
x€(—4,2) a %
(4,2)nZ={-3,-2,-1,0,1}
29
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4. | 25 de numere sunt divizibile cu 4 1p
20 de numere sunt divizibile cu 5 1p
S numere sunt divizibile cu 4 si cu 5 1p
Deci 40 de numere sunt divizibile cu 4 sau cu § 2p
5. | Fie O(a,b). Avem MO =(a-1)i+(b+2)j si NP=2i+3j 2p
MNPQ este paralelogram &SMO=NPSa-1=25i b+2=3 2p
Punctul cautat este 0(3,1) 1p
6. Apc = 2‘[— 3p
2
. 4f_ P
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.9) | det(4)= 3p
1 -2 . . . . . 2p
s 1 =7 (sau orice alt minor de ordinul 2 nenul), deci rangul matricei 4 este 2.
b) Minorul caracteristic este nul, deci sistemul este compatibil nedeterminat. 2p
De exemplu, luind z=a necunoscuti secundardi se obfine x=2a-3, | 3p
y=31-3a,z=a
E’ c) x=2a-320,y=31-3a¢20,z=a>20=> 1p
=
< 3 31 2p
g 2 fas 3
= @ €{2,3,4,..,10} 1p
< Sunt 9 solufiiin NxNxN. 1p
X (28| abeZ sicard Z, =5. 2p
8 Deci multimea 4 are 25 de elemente. 3
J (Y |(3 1 (a b) -b %+a 2p
=2 - A ~
z 4 3\t a) (- -b+da
& 3 3 1
a-b b+ 00 P
: - .a N daci 3a=b si B=
s -a-3% -b+3a) (0 0
> R 2p
1
5 Un exemplu: M =| ? :
z =31
= o X 1p
« 2_y? io =
w Daci X=(x y) atunci X’=1,& w ) A 1 ? ot -y' =1
a -y x 2 x*-y*) \0 1
g $i xy=0
- Daci x=0=> ) 4:>ye{23} daciy=0:>x2=l=>xe{l,4} 2p
(o]
& A Nra 3G A(A H 2p
g Obtinem matricele OA % : 0,\ :f ) 1 9 ) ‘} (.)
< -2 0/\-3 0Jl0 1)\0 4
=
]

n—H»>o

5UB|ECTUL al lll-lea (30 de puncte) =
x—>®© zp
= Deci y= —;5 este asimptota orizontala spre +o0.
2p
L]

b f ( ) 2+ 2x+l -
—| 2x* +2x+1> 0 pentru orice x real, deci f'(x)>0,VxeR\ -1 p
— | Functia feste strict crescitoare pe (—o0,-1) sipe (-1,4). 1p

2p
" _ 1
C) f»(x)= 2(2x+ ) 2’x$_1
(Zx2 +2x+ 1)
fr(x)=0ex=-7 :
| 1 . . o p
Din tabelul de variatie rezultd ¢ x = -~ este punctul de inflexiune al functiei f.
2p
Ty | n+t 1
2 (2——)dx =(2x-lnx)[" =2- ln"+
ip
I - ] = [nﬂl = [n_riz_ =
n+l
2p
(’Hl) nZ P2n+l =ln(1+ 1 )>0 y vneN", deci sirul este strict
n(n+2) nt+2n n*+2n
crescator. - +1 =
b | cntlercem0<n®cl
n -
1<2-ln2* <2
n =
1<1,<2,VneN’, deci sirul este marginit. x
P
K limn(2-1,)= lu&nln—-=
n—»0 n—» 3p
-hmln(l+ ‘) =lne=1

Testul 1 O Examen Bacalaureat, iunie 2010, subiect de rezerva

SUBIECTULI

1 (W2-1) +2(wW2-1)+3=
=217 —2if2 +1+2i2-2+3=
=0

2.1 f(g(x)=

=2x’—a

2(Jc2 —a)+a=

| | 24’ -a>0<a<0

0 de puncte)

B0 P ]

2p

2p
2p

1p

|l ———

ER
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2 V=17 =x+1 W
Jx=1=x+1 Tp
x=0 B
4. 10,3,6,9,..., 2010 sunt in progresie aritmetica cu rafia 3. _zp\
Numirul termenilor este 671, _3p\
5. | Mijlocul segmentului [BC] este M (21). $
Ecuatia medianei este y =4x-7. ‘F
6. s b AEETE. E_—E =, BT
smlz—sm(3 4) 2p
_J6-2 B
4 \J\}
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
19) | (x+y=1 2p
x+z=-1
y+z=0
s={(01-1) EN
o b 1 1 -1 3p
g 1 -2 1{=0
§ -2 1 0
o R‘ang 4=2. _ 1p
é Sistemul este compatibil, deoarece rang A=2, Ip
< (9 1 1 a
3p
5 1 2
2 a 1 =—2(Za—l)(a—l)(a+l)
J 2a 1 a+l
g aeR\ {il,l} 2p
< 2
ﬁ 24) | x=2+im>x,=2-] 1p
?' Folosind relatiile lui Viéte, obfinem x; =3-x —x, =-1. 2p
§ m=Ln=-§ 2p
:z; b) | Restul este r=X(m-3)+1-n. 3p
g 5 m=3gin=1, 2p
g Presupunand prin absurd ci x, <0, rezulta % $0,~3x2 <0,mx, <0,—n<0 3p
% Aduniénd cele patru relafii se obine 0= f (x)<0,0 contradictie. 2p
(v
< S:JBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
2 4 ; f(x) 2p
o m= |im 222 =i
F3 X940 X
<
s n=xlirflm(f(x)—x)= lim x3—23x+2—x3 =0 2p
- {/(x3—3x+2) +xUx’ =3x+24 52

" | Asimptota oblicieste y=x. 1p
1
9| -3x+2=(x+1)(x+2) P
"] 2 lp
| s@-sc2)_ [eoy)
x+2 (x+ 2)z
| . S(0)-/(2) _ 2p
lim =
x--2 x+2
""" | Deci fnu e derivabilain -2. 1p
B e In(x’ -35 +2) _ 2p
i S Tl Inx®
| Finalizare: limita este egali cu 1. 3p
"] x 3p
2.a) ) _ zf o 1r dt
Cu substitutia sinx =¢ se obtine 6‘2 o dx= 5'1+ =
2
= arctgtlz, = % P
. . 2
b Daci functia F este o primitivi a functiei £, atunci F'(x)= #Z:zx,‘v’x € [0, %] P
2
1y} —__COSX z P
Cum cosx€[-11],VxeR, rezultd F'(x) = ool 20,Vxe [O, 2}
z 1p
F este strict crescitoare pe [0,5]
Ip

o | f(¥)=/(27-y)

N
V-]
®

|

csammasawiek

2x lp
Cu substitutia x =27y se obtine / = J'(er—y)f(y)dy =
0
x lp
=2z [f(y)dy-1
0
2z lp
[f()dy=0
3 1
| | DeciI=0 P
Testul 11 Examen Bacalaureat, august 2010
SUBIECT ULI (30 de puncte)2
1. | 2¥Y6=¥a8 2:
[ 3B=31 =
26 <333 o
2, |2 0,vx e R = Im f <[0,+w)
x20=>x=f(x)=[0,+0)cIm f :
Im f =[0,+) 29
[3-] A=1-4m? P

N
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Ecuatia are douli solutii egale <> A= lr
A=0cm= i% 2p
4. L
L= C:ﬂ‘/z_k = C:124 i
T,,, € Q> 4 divide k. 1p
Sunt 11 termeni raionali. 2
5| my=mgy 1p
1 +3 2
My =—>5 $1 Mep =a_3"_ P
Finalizare: a = —-g— 2p
6. sin® x + cos’ x=1,x € A, numai pentru x € {0;%} 3p
7 2p
P=3
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.9) 001 Ip
A =|la 0 0
0 a0
A =al, 2p
420 = ( ye )67" =a™] 2p
e 3
b) all 2p
B=A+A+4={a a 1
a
det(B)=a(a-1)’ 2p
det(B)=0<>a=0 sau a=1 Ip
9 | B,=4"'B, 1p
B, inversabili <> det(B,)#0 1p
detB, =a"(a~1)’ Zp
aeR\{0;1} 1p
2.9) 3)(,_3)\.3 1p
X*y= 2 = - =4 —
y (x 2)(y 2)+2+m 6
Dacd m =6, atunci oricare ar fi x,y € M rezulti ca x*y#%,adica xxyeM 2»
Daci m;e6,atunci0*-2—m?_—3=% Ip
Cum 0,2m6_3eM rezulti 0*2m6_3¢M,decim=6 g
b) | Asociativitatea 1p
L____ | Justificarea faptului ci elementul neutru este 2 2p

Justificarea faptului ci pentru xeM, existd x'= _;’; :—‘; e M astfel incat 2p
x*x'=x%x=2
) Verificarea relatiei f(x*y)=f(x)-f(»).Vx,yeM 3p
Justificarea faptului ci feste bijectiva. =
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1oa) f'(x)= 2 = 2 ’x¢il T
R(x-17 R2x+1y 2
J(0)=-2 i f'(0)=0 2p
y+2=0 T
y =0 asimptoti orizontala spre +o0 2p |
o | £()+f(2)+.+ f(n)=1-2n+1 2p
= e
L 1p
lim||1-—— =
no® [ V2n+ 1)
7 e-"»'"«(‘e/m] = P
= e_l = l lp
e SEEE— |
2.a) L3 2 2p
L+L+1= IIZL”&:
0 X +x+l
' 1 3p
= dex ==
: 2
b | osx<1x"2x™ 1p
X+x+1>0,vxeR 2p
” n+l 2
L 2— X Vxe[01)=1,21,,,Yne N, adic sirul este descrescitor P
ax+l X +x+l
(.') 2 X" B 2p
P +x+12LVx20=0<5"——<x"Vxe[0,l]=
x“+x+1
1 2p
=0<1,< [rde=—1-
. n+1
lim/, =0 1p .
n—-x E
. [
3
Y
Testul 12 Bacalaureat 2010, Model MECTS fwww.edu.ro) E
=
u
SUBIECTUL| (30 de puncte) L~
1. V3.1, LAy 5 w =
\ z-2[—2—+§1]—2(cosg+zsnng) &
301
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- — —~ — lp
' i i =1,b(a+c)=0,c>=0.
26 =2°%. (cos 66 +xsm6?”) =-2°= Rez®=-64 ¥ i devmt{:A A} {(aA} ) ~ e lutii 2p
Obtinem a {13 0,2},b =0, deci existd 4 solutit.
> rs12)=4 2p oo
30 de puncte)
1 3 ECTUL al lll-lea (
(fof)(512)=f(§)= P sUBI 6) 2p
3 1 3 19 | im =1=>m=1
. . . IS —l=0, l 1 . =1 oo - p x29o X ;
Ecuatia devine 2sin” x —sinx cu solutiile sinx 5 §i sinx 1. /—Tm (f(x) - x) — 0, deci avem asimptota oblicd y =x . 3p
s 3 k+l T 2
Obtmem x=%+2kﬂ',kez 0i x=(—1) -g-f-kﬂ',kez. p T)"— (2x+l)(x+l) (x2+x+1) 3p
4. | Numarul cerut este egal cu numarul submultimilor cu trei elemente ale multimii M. 3p (x ) ( X+ 1)
Acesta este C; =20. 2p — ] 2+ 2x 2p
5. | Punctul A(0,3) se afli pe prima dreapti. 2p f (x) T ( e 1)2
2:0+4-3-11 3p | —— 2 3p
D st d(4) = < o3 R RACer:
+ X
L e L : _ 2
6. | 9¢. 2D (AB+AD)-AD AB-AD + 4D’ 3p fw(x)<0,vxe(—oo,-1),decnfcste concavi pe (—o, 1). P
=— 2p
AB-AD=1-2-cos60" =1 1p 24) [|sin2x|ds = fsinzxdx— frsin2xds
AC-AD=1+2*=5 1p 2 5
I= —cos2x|? + cos 2x|"
SUBIECTUL al li-lea (30 de puncte) 2 2 Iz
)| la b c| latb+c b ¢ 1 b ¢ 2p T=2 ;p
p
¢ a bl=la+b+c a bl=(a+b+c)]l a b . .
( ) b) I=Ef"(x)i’7 i ldx
b ¢ a |latb+c ¢ a 1 ¢ g n x 2
1b c 3p [ L=y =m2
1 a bj=a’>+b*+c?-ab-ac-bc,de unde rezults concluzia 1p
1 ¢ a < 1P smt|
Z0.y=12=0 verifica si ’ 2p
b) Observim ¢ x=0,y =1,z=0 verifici sistemul. 3p ’m o ’l x+2:rlSll'l tl i l in tl
Cum solutia este unici, aceasta este solutia ciutata. 2p f B ——d g at
9 | @+bt+c*—ab-ac-bc=0< (a-b) +(a-c) +(c-b) =0 2p P tldt+ E lsm’ld’* L |sin #ldr p
S sin nn-n
Sa=b=c I"—”(n+l)f +2) z+7 2nm _lp’_
i i i i ] = = — — 2
Sistemul are o infinitate de soluii de forma x=a,y=f,z=1-a-f. p L o EM), Isintldt 2.k e Z rezulta conchuzia,
1 2 2 1p x
Putem lua ,B=5(—1+\/1—4a —4a),cu 4a* +4a-1<0.
2.a) | a,b,c pot lua fiecare 4 valori 3p
Avem 4° = 64 matrice. 2p
b Ip
Luim A= i (3
0 2
det(A4)=2,det(4?)=0 2p
o ab a b(a+c) 2p
X=|. |=2X'=|.
0 ¢ 0 e




Tema 4.2 Variante de subiecte propuse spre rezolvare
Testul 1

Subiectul |

1. a;+a,=a +4r+a +10r =2q +14r = 2(q, +7r)=2a, . Deciag=10.

2. (fog)x)=f(g(x)=3g(x)+2=2(2x+a)+2=6x+3a+2 si (gofNx)=6x+4+a.Remliy i
3a+2=a+4, deci a =1 3. Pentru x>0, avem 9% = x*8% = ;2 deci ecuafia se scrie

2x* =8> x*=4, deci x=2, deoarece x>0. 4. Numirul submulfimilor nevide este 25 — | = 3]

Numdrul submultimilor cu 2, 3 sau 5 elemente este C; + C? + C? = 21. Probabilitatea este 21
31

2

b}

2+m . . s (g =
>0, deci unghiul vectorilor  §i v este ascutit.

lul -
V3

v

Jul -1

6. sinx+\/§cosx=2(%sinx+TCost=2(sinx cos§+sin %cosx): 2sin(x+£)$2 '
3

5. cos<<(u,v) =

R

Subiectul Il

. 4 2 4 2¥4 2 12 6
1.a)Fie 4= .C Fe = =
a) Fie (_2 _J um A (_2 —IJ[—Z _J (—6 _3) =34, rezulticid e M,

. a b
b) Fie X =(c dJEM - Dacd det(X) = 0, rezulti cd X e inversabili si, din X* = 3X, rezulti
X = 3L, deci a + d =3 + 3 = 6. Daca det(X) = 0, atunci X* = (a + Cum X* = 3X rezults c3
) - o = ta

(@a+d\X=3X, daci (a+d-3)X=0,. i e
Obtinema+d-3=0sauX=0,. Rezulticia+d =3 saug+d=0,decia+d e {0, 3, 6}.

¢ Daci X,YeM ,rezultici X’ +Y?=3(X+Y).Cum X+Ye M , obfinem: (X +¥)?=3(X +7Y),
deci (X +Y)* = X2+ Y2, Rezultd X+ + XY +YX =X*+Y?, deci XY =-YX .

-1
2. =% _ 1 (1.1 -1
a) xX®y x+y +l_(x+y y X, Yy € (0, 00) Avem (x‘y)tz: i.',i *

y

®|—

-1 a a
0 0 U ) 1,1 1,1.1
*z=l—g3 -4 1 — . F)
z (x+y+zJ 3”*()"2)—1*(;4'; = ;+;+; , deci legea ,,*“ este asociativa.

b) Dacie € (0, o) ar fi element neutru al legii ,.*“, atunci 1 #* e = 1, deci —¢— =1 ,deundee=e+ 1.
1

e+
Rezulti 0 = 1, fals. Deci »** nu are element neutru.

1.1 - K
% x‘x"“x=(—+—+l+l) =(i) =§.Ecua;iadevine§=5,decix=2o.

X X Xx Xx X
Subiectul il
im L) -~ ;
1.9 lim ¥ =-1si }gg(f(x)+x)=1§2(\/x2+2x+4-x)=lim 2x+4 =1, deci dreapta

oYt +2x+4 +x

de ecuatie y = —x + 1 este asimptoti oblici spre +o,
b f(x)= 2x+2 _2= x+1 3= x+1
' 2Jx* +2x+4 Vet +2x+4 J(x+l)z+3
deci f este strict descrescitoare.
) Fie g : RoR,gk)=¢ —x - 1. Cum g'(x) = ¢ - 1 §i g(x) < 0 pentru x (~o, 0) si

-2<1-2=-1<0 oricare ar fix € R,

g > 0 pentru x e (0, ), din monotonia lui g rezulti ci g(x) > g(0), Vx e R*, deci e >x+1,
pentry orice x € R* . Cum feste strict descresciitoare, rezultica f(e*) < f(x+1), Vx e R*,

x x x x
x . A . x
24 1= Ie’cosxdx: I(e’)'cosxdx=e’cosx|o + Ie’smx:—e"-—l+ e’smxdx:—e‘—l+e‘smxio -
(] [) [} 0

L/ .
,Ig‘cosxdx=—e‘ ~1-1, .Rezultica2f;=—"—1,deci I, =-

|

|

e +1 !

° 1

je*cosxdx r=e*~1<3*-1=80, Vne N*,

0

L=

x x x
< ﬂe" cosx|dx = Ie‘ |cos nx] dx Sfe’dx =e*
0 [ 0

’
x
mnnx € smnx
5 ) dx=

¢ Deoarecg I = Ie‘( - Ie’wdx=—%!e‘sinnxdx, rezultd ci |I” |=

. n n b 5 7
1 T g 170 1, . i 1 g ;
== Ie sinnx dx S—Ie |smnx{dx$—je dx<—=(¢"-1).Cum lim==0, rezulti ci lim/,=0.
nlg ng ng n Landel /3 n-o
Testul 2
Subiectul |
1. Fie ¢ ratia progresiei. Atuncia; + a, + a3 =a)(1 + g + ¢9) sia4+a5+a6=al(q3+q4+q5)=a1q3(l+
3 2
. 4g(+g9+4q°) . o

+¢%).Obtinem 2~ "2"9 7 -8 decig’ =8, deunde g =2.
Gl a(+q+q’) : )

-1
—x-3 x+3 x—3 x-3 . -
. f(x)=In=xX=2=1nn =1n( ) =-In=—==- , Vxe D, ,deci feste impari.
2./ -x+3 x-3 x+3 +3 /) 4 s P

3x-220

3. Sistemul de conditii {1 L14]2

conduce la xe (—oo, ——] N [—, oo) =, deci ecuatia nu are solutii.
-2x> 2 3
4. Daci n> 5, rezulti cd n! + (n + 1)! > 5! + 6! = 120 + 720 = 840, deci orice valoare a lui n care
verifici ipoteza apartine multimii {0, 1, 2, 3,4}. Dacin € {0, 1, 2, 3, 4}, atuncin! + (n + 1) <4! + §!

=24 + 120 < 840, deci solutiile sunt 0, 1,2, 3 si 4. 5. 37—V =3(27 —37)— (47 + j) =27 -10] .

Atunci |37 -7 |=4+100 =104 =2426 . 6. Din sin’ + cos’ = 1, rezulti coszle—%=%;. ]
Cum xe(ﬂ, 3—”) ,avem cosx <0, deci cosx=—E . Rezulta ci tg£=——smx =-5.
2 13 2 1l+4cosx
Subiectul II
2 -1} (-1 3) (-3 8 ) _ o
l.a) AB= . =2 . Cum det(4B) = -5 # 0, rezulti ci AB este inversabild i
-1 3 1 -2 4 -9
9 8 =
a -9 -8 =
(4B =—1 _.(4By =-1 {5 5| |
det(4B) s5\4 -3) |4 3 ot
’ 5 5 9]
=
2-x -1+3 : <
B A+xB=| "% T % deci det(d + xB) = 2x - 3)(x-2) = Gx— Dx- 1) =2 - Tx + 638 Z
-1+x 3-2x i
<
+4x—1=—=x"-3x+5. Avem det(4 + xB) = 0 < x* + 3x — 5 = 0 cu solutiile X, =ii’2i5_2. =
n
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1 2
= 2 0 2 .
© A+B (0 1) 12+E,unde5=(0 OJ.CumE2=02$112~E=E-12=E,rezult§dinformula

binomului lui Newton ci (4 + B)" = (1, + EY' =1,+C.E=1,+nE . Daci existi n N cu
I, rezultd c& I + nE = b, deci nE = O,. Rezulta n = 0, fals.
2.q) Avemx*y=3(x+1)y+1)-1,x, yeZ . .Fiex, ye Hx=3k+2. y=

¢ 2 ’ ,y—3P+2,k, EZ,
caxty=3(3(c+3)(3p+3)— 1=27k+Dp+1)-1=35-1 unde s = 9(k + 1)(p + 11;_ cumlie
36-D+2sis-1e€Z,rezulticix*ye H. b) Daci legea , * ar admite elementul neutry o

(A + B)n i

Zulty

*y=

atunci 1+ =1, deci 6(e + 1)~ 1 = 1, de unde 3(e + 1) = 1. Rezulta ¢4 3 divide 1, fals. Decj s* . 2
clement neutru. ¢) Avem (x *x) *x = [3(x + 1’ ~ 1] #x=9(x + 1’ ~ 1. Atunci (x * x) s x = § @n;(are
X+

1)P-1=8c@x+1y’=1x=0.

Subiectul Il

1
1 =
1.9) lim xf(%)ﬂig x(e" _1J= lim &=l jim €=l

x® 0y

x
3 = X
5 imED=8O0 Ve -1 _. o1 . g 1 ]
T T Im S Ty = tm e = Rerult i g nu e

derivabila in 0 §i g’(0) = 0.

1
1-L
o f-1) +£-2) tt fn) +n= l‘l'l"lz-—l+...+—1--—l+n= l+l+_ﬂ+i= .1. e C
e e e e €& I B
e

. 1 ..
lim — =0, rezulti ci limita cerut este 1 .

n—bme e—l
1

2.09) I = [E—dr= Jx*+1 l =2-1.
LS 0

b) Fiex € [0, 1]. Atunci 1<Vx* +1<v2 , deci

1 1 1
=< $1.Cum —=x"<—X__< tru
V2T e
i 1 1 1
orice x € [0, 1], rezulti c3 = A<l < [x"de. Cum fx"dx=*—
Jfoj ' ! ! x+

concluzia.

RE - Lo )
o 1"+,—0\/J‘2—de=jx \/;:—de=6"x Wxl+1) dx= x”\/x2+l|o—6[nx""\/xz+ldx=

0

1 2 1
= el X241 _ n+l n-1
2-n |x ﬁdx—\h—na‘( I+ X de= V2-n(l,, +1,_). Cum liml, =0,

2 '
0 x“+1 X2+l ‘\'x2+l ol n—sw

rezulti ci limn(l,,, +1, )= lim(v2-1,,)=+2.

Testul 3
Subiectul |

1. i) — a4 N s . .
a) (1+i)’ =(1+) (1+1)—(21)2(1+l)=_4(]+1):>z=_—4(3++i)=—ﬁ=_4+4":”{ez='4‘

; z.cum Imf=|:_f;,oo)=[f(_5b;)’w)=[f(2)’w)=[a—4’w)’rezulti a-4=3&a=17.

1 1.1 il -(_£)=l¢>x—£ {—1*-1 k
"sinx,cosx=7_i-©—ﬁsmx ﬁcosx 2<:>sm *~2)=3 4e( ) 6+ Fiq

.. n
4 multimea solutiilor ecuatiei este {(—1)" . —’65 + 7+ +knx

keZ}_

kezln[o,2 ={5_” 1_31}
Rezulti © }[ =12 12

Deoarece A=A sif-2) = f2), rezulta ca numirul cerut este egal cu numirul functiilor de |5

{0 19 2} in {1: 2; 3} 3 deci 33 =27.
5 ’ prelungim semidreapta (DC cu CC’ = DC. Cum ACCB este paralelogram rezults cy

ﬁ_,_;f =2 AM , unde M este mijlocul lui BC. Atunci | AB + AC I =| 2AM | , unde Meste mijlocy]

1uch.Atunci|ZE+TC’|=|27A7|=2AM=2 1+%=\/§.

_AB-AC-sin4 _ 2443 = 63 . Din teorema cosinusului rezults ca BC® = 4B% + AC? — 24B.

6. Susc™ ) 4
: . . _2SABC_12\/§ 3
AC cosd = 16+ 3624 =28, deci BC =27 . Obtinem h, o T el

Subiectul Il
1 1 1 1 0 0
1. a)det(d)=la b c|=|a b-a c-a =(b-a)(c-a)-
& ¥ ¢ |8 pP-a -a
=(b—a)(c—a)(cz+ac-b2-ab)=(b—a)(c—a)(c—b)(a+b+c).
1 11

1
1
b) Daci rang(4) = 1 rezult ci = . =0,dacib-a=c-a=0,deunde a=b=c. Pentry
a a
1 1 1
a | . Cum toi minorii de ordinul 2 sunt 0 §i 4 # Os, rezultd rangd = |
=

P +ab+ad® P +ac+at|”

a=b=c,rezulti A=| a a

3
a a a

¢) Presupunem ci A~ are toate elementele intregi. Cum det(4)-det(4™")=det(4- AN =detl, =| si
detAeZ,rezultici detde{-11}. Atuncic—b, c-a, b—ae {-1,1}. Obtinem a = bsaug=c¢
sau b = ¢, deci det(4) =0, fals. j .

2. @) Cum ¢ este solutia ecuatiei P —x+1=0, rezulth ci & —e = -1, deci (z; + €)(z2 t &) ~¢g =
=z|zz+az,+ezz+sz—s=z|zz+ezl+azz—l=zl*z;, :
b)Fie G=C\{-¢} siz;,zz€ G.Cumz; + £ 0,2, + e# O rezulti ci (z; + &)z + ) # 0, deciz;  z,
€ G. Rezulti ci ,,** este lege bine definitd pe G. Vom verifica axiomele grupului:

s Avem(z * ) * =@+ B+t H-d*n=@+ I+ et d-ssin* @ *rn) =tz +
+ &)(z3 + &) — €] = (21 + Oz + E)zs + &) — £= (21 * 2) * 73, V21, 25, 73 € G, deci legea ¥ € asociativa,
e ecGesteelementneutru > z*e=e*z=2Vze G (z+ele+d-£6=2 7€ G

SEtrteletd=ztgVze Goet+te=1e=1-cCuml-¢e G rezulth ca -

e =] — geste elementul neutru al legii ,,*“. E

e Fie z € G, z este simetrizabil < 3z’ € G astfel incitz * 2’ =2’ tzze (o +O-¢e=1-¢ E

' 1 1

S+ +8=1Cumz+e=0rezultici z =—£+z+£eG,deoarece z+s$0' Rezults ci E

toate elementele G sunt simetrizabile.

¢)AvemH={zeC | |z + & = 1}. Fie z,, z; € H. Atunci |(z; s)+d=|z+)tO-Etd=|z1 &
30
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tO@Rt o =lz1t+4dlzzt éd=1,deciz *z, € H. Fiez € H. Din punctul b) rezulti ci z'=—¢+—1__
Z4+¢g°
1

zZ+ &

de unde |z'+¢&|=

= m =1. Obtinem ci 2’ € H, deci H este subgrup al lui G.

Subiectul Il
1 1-x—1_ x?
"(x)=1—
1.9 fi(x) J—-x N Jl -x? (\/1 -x

Cum f'(x) €0, Vx € (-1, 1) sif*' =0 <> x = 0, rezulti ca f este strict descrescitoare pe (-1, ). Cum 7
este continud in 1 §i ~1, rezult3 c3 feste strict descrescitoare pe [-1, 1].

xe(-1,1).

f(x) _.. x—arcsinx . S, R 0
b 11_13 - _11_13‘} 7 . Aplicdim teorema Iui L'Héspital in cazul rh Cum
f (% )_llm = g-1 rezultd c3 limita ceruti este -1 .
) =03 1- (12 +1) 6

c f’(x):(—Jll?J =—((l-—x2)—l/2) =%-(l—x2)‘3/2 ‘(-2x)= —ﬁ Rezulti ca f"(_x)>0
= X

pentru xe(-10) si f"(x)<0 pentru xe(0,1). Cum f este continui in 0, rezult ci 0 este unicul
punct de inflexiune a graficului lui £,

1
2. a A=ﬂf(x)|dx. Cum ;;;Sl pentru x € [0, 1] rezultd c& fx) < 0 pentru x € [0, 1],
0

deci 4 =—]f(x) dx= ]‘m(2+x)dx— l.[m(z—x) dx= ]'x'ln(2+x) dx—]x'm(z-x) dr=
0 0

=xIn(2+x), - j xfx

—xIn(2- x)|o

_1n3+j( 1 )dx ln3+ 4" dx=
—2 0 \x-2 x+2

=In3+2n| £’ -4|| =In3+2h3=m27,
o 4 16

2+x 2-x)" 2-x .
b) Cum —x =ln—=ln(—) =—lp<s— = —_ i’
J(=x) 2—x 0 e f(x), Vx € (-2, 2), rezult’ ci f este impar3,

deci j f(x)dx=0.

2-x

obfinem  lim £ — jym—2+x =
=0 2x =0 2x

¢) Aplicind teorema lui

ln(l+;2x)
=lim 2+x . -1

L'Hospital in cazul %

= —% . Deci limita ceruti este —% .

x>0 _ 2x 2+ x
2+x
Testul 4
Subiectul |
1. Cum 2 = log,4 < log,5 < log,8 =3 < log,9 < log;16 = 4, rezultd ci mulfimea dati are un singur

=y <:>ecua;iayxz—x+y=03re

element, x = 3. 2, Avem y € Imf < 3 x € R astfel incat zx n
x*+

solufiireale <> A2 01 -4’20 ye[—; —] deci Imf = [—-%,%]

3. Avem succesiv: sinxcosx =i—¢ 2sinxcosx =%¢$ sin2x =% S 2xe {(—l)’%Jrkﬂ |k eZ} , deci

krr T Sm 13n' 177
) L ke Z} Cum x € [0, 2n), obfinem solutiile { }
"6{( ATAE el 2 12

4. Numiirul numerelor naturale de 4 cifre este 9 - 10°, iar cel al multiplilor de 5 din aceasti multime

este 9 - 107 - 2. Probabilitatea este % 5. Avem BA(3,2) $i BC(~2,3). Cum BA-BC=-6+6 =0,

rezulti cos(ABC)=0. 6. Fie AB = 2c, AC = 2b, BC = 2a. AunciR=asi r=S=—2b¢ _ Avem
P a+b+c

2(R+r)=2(a+ 2bc ) a’ +ab+ac+2bc _, b +¢? +ab +ac+2bc _ (b+c)2+a(b+c)=

+b+c a+b+c a+b+e LBt
=2(b+c)=AB+ AC.
Subiectul ll
1. a) det(4) = 0. Cum 4 # O, rezulti ci rang(4) = 1.

4 6

b A =[ : 3):A. Vom demonstra prin inductie cd 4" = 4, Vn 2 1. Cum P(1) si P(2) sunt

adevirate, presupunem ci A" = 4. Atunci 4™ = 4" - A=A - A = A* = 4, deci P(n) este adevirati Vn >
1. In concluzie 42°'? = 4.

¢ Cum L, - (34) = (34)

—Zc‘* 5*(34)=1, +ZC* 3*.4=1, +A(1+ZC"3"—1) I+ A(1+3) -1}=

k=1

L, folosind binomul lui Newton obfinem (/,+34)" =

=L+(@4"-D4.

2. g) Fie (a, b) §i (x, y) € G. Atunci (g, b) * (x, y) = (ax + 2by,ay + bx). Cuma=ax + 2by € Z , B = ay
+bx € Z §ia-2p° = (ax + 2by)* — 2ay + bx)* = a2 + 4B — 2d7F - 2054 = (& - 2bH)(P - 2P) =
1-1=1 rezulti ci (g, b) * (x, y) € G. Cum (1, 0) € G rezultd ci G # O i de aici concluzia.

b) Din punctul a) rezulti c3 ,,*“ este lege pe G. Cum (a, b) * (1,0)=(a, b)=(1,0) *(a, b), V(a, b)
G, rezultd ci ,.»* are pe G elementul neutru (1, 0). ¢) Fiex; =(3,2). Cum9-2-4=1rezulticix € G.
Notim cu x; =x; * x), X3 =X, * x; §i inductiv x,,,; =x, * x;. Cum ,,** este lege pe Grezulticix, € G, Vn21.
Daci x,, = (a,, b,), atunci cum x,.+, = (a,, b,) * (3, 2) = (3a, + 4b,, 2a, + 3b,) rezulti ci a,.; = 3a, + 4b, $i b
=2a,+ 3b,. Cum a, = 3, by = 2, rezulti ci a,, b, € N *, Vn 2 1 §i @y > a,. Rezultd x, # x,, Vn % m, deci
multimea {x, | n € N *} este infiniti.

Subiectul lll
1. @) Fie 4 punctul de pe graficul lui f; de abscisa 3. Cum f{3) = 27 + 1 = 28, rezulti ci A are

coordonatele (3, 28). Cum f'(x) = 3x2 +% si f'G)=27 +% = % . rezulti c& ecuatia tangentei in 4

este y—28= -s?z(x ~3). Deci, ecuatia tangentei este 82x~3y-162=0.

’ + X 2,1
! X K +-— = X+
b Avem hm"f(" VO _ iy —hmJ 3 =lim'J 3 = o, deoarece k-1 este

x50 x—0 0 x’_l

'}, ’ numdr par; rezulti ci g’ (0) = oo, deci g nu e derivabila in 0.

¢) Deoarece f"(x) =3x’ +% >0 Vx € R, rezulti ci f este strict crescitoare. Aritim prin inductie ¢



H ¢ Fie X=(ab); X-4=(02 §)e>a+2b=1,b=2-2a+b=8ea=-3b=22X=(32).
sirul (x,), este strict creschtor. Avem x, =1+%>x° =1 Bresfipunemea (3 x,.,. /(Ui fiests stricy a) Aveme * x =x, Vx eR oextae+x=x(V)xeR > e(x+a)=0, (V)xeR < e =0. Deci

crescitoare, rezultd ca fix,) > fix, ), deci x,., > x,. Daci (x,), € mirginit, atunci x, >/ € R . Cum

xm=x3+f3i, rezultd ca 1=13+§¢3I’=21 < Ie{—\g, 0, \E} Deoarece (x,), este strict

crescitor, rezultt cix, </, Vn e N, deci x, < \E <1, Vn 20, fals. Deci (x,), este nemirginit si fiind

crescitor, rezultd ¢ limx, =,

n-—w

1 1 1
2.9 1= [rx +ldx= %J‘Zx\/xz+l dx=%j(x2+l)”z-(x2+l)'dx= %(x2+l)m
0 0 ]

Loz,
o 3

1 1

»)Cum I,,-1,= I(x'”'s)xz +1-x"Yx* +1)dx= IJ\:"\/x2 +1(x-1)dx <0, deoarece x"Vx*+12>0
L] 0

si x-1<0,Vxe[0,1], rezultd cd sirul (/,),,, este descrescitor, deci mdrginit superior. Cum

x"Vx}+120,(V)xe[0,1] rezultd c& 1, 20, Vn > 1, deci sirul (I,), este marginit.
1 n+l !

¢) Cum 0<x"Vx?+1 <V2 x", Vxe[0,1], Vne N*, avem 0<1,< V2x"dr=J2 X — =ﬁ
0

n+ljy, n+1’
Cum lim ﬁ =0, din teorema clestelui rezulti ¢ lim/, =0.

n—w 4 ~—Hrx

Testul 5

Subiectul |
Z+i R o a+(b+l)ieR & [a+(b+1)i)(1—b—ai)
+iz 1-b+ai (-5 +d*

- =0 d®+b" =1,unde z = a + bi. Obtinem |z = 1, deci |z = 1.

2 =T NHNx)=x,VxeRS f(x+a)=x S x+a+a=x,VxeR,deunde a=0,

3. Ecuatia se scrie sinx = 1 — 2 sin®x <> 2sin’x + sinx — 1 = 0 < (2sinx — D(sinx + 1) = 0 &

1. @) Avem

€R o (b + 1)1 - b) -

o sinx=% sau sinx = —1, deci xe{(—l)"%+k7t|keZ}u{3—;-+2kﬂ|keZ}.

4. Numirul numerelor naturale de trei cifre este 900, iar numirul celor cu toate cele trei cifre pare este
100. Deci numirul cerut este 800.

-3a+1|

. +2 .
s. a’(P,dl)=| , iar d(P,a'z):l a+2] .Atnci d(P, d) =d(P,dy) & |-3a+ 1| =la+2| & -

Jio
13

Ja+1=a+2sau-3a+1=-a-2¢> a=-1 sau a=3 . Deci ae{——,—}.
4 2 4 2

6. Avem 3 = L(ZJ'S"‘A < AC= -,‘/—iA =2, deci triunghiul ABC este echilateral. Rezults BC = 2.
sin

Subiectul Ii

‘o a) Cu]'n Be Mz,g(c) si Ap = (l)

2
2I=2¢O,rezultﬁcarangulluiBesteZ,Vm elR.

B M.ANDRONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU + C. CIUPALA « F,. DUMITREL

1 =2
b) 4B =( ] Atunci det(4AB)=114+2m . Rezultici m= 1
2+4m 7 2

110

2.
singuml numdr cu proprietatea din enuni este 0. .
p) Legea ** are element neutru oJec R astfelincitx*e=e*x=x, Vxe R<xetaxte=xsiex

yae+x=X Vxech>x(e+a—l)+e=05iex+ae=0VxeIR<:>e=0$ie+a—l=0<:>a=1.
Pentru a = 1 avemx *y=xp+x+y=@x+ D+ D~-1 Atunci (x *x) * (x *x) = 15 &
¢ ol @+ D-D=15 G+ -1=15@x+1)¥ =16 x+1=2sau

ot i
x+1=-2, decix = 1 saux=-3.
subiectul il
gx _,
1.0) lim f(x);f © =lim X 5 = lim tgzz— % . Aplicand teorema lui 'Héspital, cazul %, obtinem:
! z inx __ . sinx
limSE X —= fim 1 =S98 X lim—il——z— =lim=—==0, deci feste derivabils in 0 5i f'(0) = 0.
o 30 2xcos’x 02xcos*x 0 2
x
—-tgx : .
2 p—
z (o) _ €OS°X _ x—sinxcosx _ 2x—sin2x
b) Pentru x € (O, 3) avem f'(x)= g g STy
(0 E—) —-R, g(x) = 2x — sin 2x. Cum g'(x) = 2 — 2cos 2x = 2(1 - cos2x) > 0, Vxe(o,%),
2

Fie g:
. . n ;
rezultd ci g este strict crescatoare pe (0, 12’_) , dect g(x)> l’l\l"l"} g(H=0, Vxe (0, 5) Cum f'(x) >0,

Vxe (0 1) $if'(0) = 0 rezultd ci f este strict crescétoare pe fo, Z ), deci este injectiva. Deoarece 10)
2 2
=1si lim_f(x)=oo, din continuitatea lui frezultd ¢ Im f= [1, «), deci feste surjectiva.
x-xi2
. : o z i ol = F
¢) Cum lirr; f(x) =0 sifeste continui si inversabila rezultd )l(x_rg fx =—2- . Atunci ’lll_tg f(m i

2

d . l. =£.
eci limx, =2
Y ’ ‘] Y 2|1+
| X A P e L= -5 =
2.a)ll=Jxlndx=lj(7 lnx dx=Znx | frie=97, . 5

piI,-1,= ]xln" x(Inx -1) dx 0, Vn e N* , deoarece 0 < Inx < 1, Vx € [1, e]. Rezult c& ([)1 este
i

: i sirul
descrescator, deci marginit superior. Cum xIn"x20, Vx € [1, €], obtinem I, 2 0, Vn 2 1, deci giru
(1), este mirginit.

o “ xz n+l xz n+l
o I, =|xn" xdx= T In xdx=—2—ln x
1 1

£ Lemg 2 +1 7. =
ey L= S 2 frin” =
p 12 x 2 % i

_1 -0, rezultaca

. Cum sirul (7,), este marginit i lim A
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Testul &

Subiectul |
1. Avem [2‘_;’_!]=3¢>3sx—;'—1<4<:>55x<7: A=[57)NZ ={5,6}, deci A are dous elemente

2. Fieye [2,00).Atuncij(x)=y©f—2x+3=yc>x2—2x+3—y=0‘ CMA=4y‘820,re2u|15

i x=1¢/y—2.Cumx € [1, o) obtinem f7'(y) =1+ [y=2 . Ca urmare, inversa fanctiei feste

f—l : [2, ©) = [1, ), =1+ Jx-2. 3. Ecuatia se scrie arccosx+2—;’- =71 & arccos x =l:>
3

= x= cos% o x =—21- . 4, Numirul submultimilor lui 4 este 2° = 32, iar numérul submultimilor care

contin elementul 1 este egal cu numérul submulfimilor lui B ={2,3,4,5}, adica 24=16. Probabilitatea

ceruti este % 5.CumAd ed rezultici2+2a=4,decia=1.Dind e dyrezulticib=1-2=_1,

cosx _sinx _ ,
sinx cosx

cos’x—sin’x _ 4
sin xcos x

(=4

< 20082x =4 ctg2x=21gx =

. ctgx—tgx=4 < 1
8. clgx—1ig sin2x 2

Subiectul Il
1. a) Inversiunile lui o sunt (2, 5), (3, 5) 5i (4, 5).

pavemoic(l 234N s (12348 12345 L
v = , 00 = i o= =e. :
14523 1523 4)° 1334 5 ° BHE

sir e {0, 1,2, 3} astfel incat k = 4¢c + r. Atunci 6* =6**" =(c*) 0" =0 ,deci 4 = {e¢, 5, *, 6°}.
fn concluzie, 4 are 4 elemente.

¢) Presupunem ci ot = 10. Atunci (o7)(1) = (zo)(1) = o(r()) = r(c(V)) => a(@) = () = o (i) =i, fals
pentru ca singurul punct fix al lui T este 1, iar i > 2.

2.a) De exemplu, x =y =—3 A’le.Amncix’=,P=-1oossi xxy=3*+)°+2012 =0eN.

b) Din enunt, ,** este lege pe R. Pentru asociativitate, fie x, y, z € R si avem

Gy rz=Y+y’+2012%¢z= P+ Y + 22 + 4024 =x* (y*2) .
Deoarece x* 32012 =3-2012 *x =3

neutru al legii ,*“. Fie xeR ; din x*x'=x*x=e se obtine x'=-4024+x* eR, deci toate
elementele lui R sunt simetrizabile. Ca urmare, (IR,*) este grup.

¢) Fie f: R, Y - R, %), f(x)=Yx-2012. Cum f(x)*f(y)=3Yx-2012 *%/y—2012=
Yx+y=-2012 = f(x+y), Vx, y € R i feste bijectiva, rezultd ci f este izomorfism.

x> —2012+2012 = x rezultd ¢ e=—-Y2012 este elementul

Subiectul lll
_nx e, Inx-l re©)
1. @) Deoarece f(x)= i * avem f'(x)= i , deci f este derivabild pe
_xa xe(law) I_—X’ xe(l’w)
x

(0,0)\ {1} . Cum H_‘f,‘ f(x)=0=f(1), rezulti ci f este continui in xo = 1. Aplicim corolarul lui
Lagrange si obtinem li}l‘ll Sflx)=-1,deci fi(1)=-1si li{rln S'(x)=1,dect f;(1)=1.Rezulticifnuec

derivabild inxo = 1.
» Punctele de extrem ale lui f'sunt 1 §i e, asa cum se observi din tabloul de variatie al lui f'de mai jos:

X 0 1 e +0
f(x |[-- =——- | +++ 0 ——— ——
S |+ N 0 A~ LN 0

) Deoarece litr‘l) ()=, A1)=0, f() =% si P—l;lu‘o S(x)=0, din continuitatea lui f rezult3 ci ecuatia
fixy=mare trei solutii reale <> me (0, %) .

0 2x
2.0) A= _ﬂ f(x)[dx. Cum f(x)=e’-eix=——e e‘_l <0 pentru x € [-1, 0], rezultd ci | fix) | = Ax),

0 -1
=€ +e-2.

0
vx € [-1,0], deci 4= j(e”‘ —e)dx=—(e"+¢")
-1

b) Fie F o primitiva a lui f. Atunci F "(x) = f(x) = €"+ €™ >0, Vx € R, deci F este functie convexi.

X __ % 2x 2x
SO _ i =€ _ i €721 _ i€ =1
=0 2x.e*  x»0 2y

I | L
¢) Cu teorema lui L’'Hospital : il_l"l’(}? I: f(2)dt =lim =1.

0 2x =0  2x

Testul 7

Subiectul |
1.Avem (1+v2){2012 +V2} =(1+V2)(V2} = (1 +V2)V2 - [¥2])) = (1+V2)¥2-1)=1eN.

2. Deoarece fll —x) = Al +x) si A2 - x) =f2 +x), Vx € Rrezultd cd fix + 2) = A2 — x) = A1 -
—(x-1))=£A1+x-1) = fix), Vx € R, deci f este periodici, de perioadd 2. 3. Ecuatia se scrie

coszx—sinzx=% o c052x=%.Cum xe[O,%]:er[O,ﬂ],deci 2x=§.Rezult5 x=—76[~.

4, Pentru k > 2 avem 4 = 7 S!k)'=5-4-...-(6-k), care este numir par. Cum A =1 si 4 =5,
probabilitatea  ceruti  este %=% 5. Avem ZZA—/I—ZW=E+R—(§Z+EE) =

24B+AC+CB=24B+ AB=34B. 6, Cum xe(%,ﬂ'), avem cosx<0. Din cos’x+sin’x=1

2 . 2
rezulti msx:—\/m:—’ —%:—%.Amnci ctgzx=cos2x=cos =P x=_ug

sin2x  2sinxcosx 120°

Subiectul Il
1.a) detd(m) =-3m* —m+ 1.
b) detd(m) =0 < 3m* +m-1=0& me{:lg—\/ﬁ,:bg@}.Cum meQ , rezultd detd(m) # 0,
deci A(m) este inversabild, pentru orice me Q.

1 2 -3 0 2 -3 00 -2
¢ A©0)=|0 1 —-1|=L+B, unde B=|0 0 -1|. Deoarece B>=|0 0 0 |si B =0s

0 0 1 00 O 00 O

RAATCAAATIR  Bida

W
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£ _ c
rezultd.c& BY =0, pentru orice & > 3. Tinand cont ci Jy- B =B - I, avem:
n 2” _n2 —'2'1
(A(O)) =(; +B) =1, +C:B+C:Bz =1, +nB+ n(n—-1) B=l0 1 o
2
0 0 1
1
2. Observidm ca putem scrie x# p = x2"%7 _ ogy» _ (9% )7 _ glog, riog,
— logg x-Io, :
a) xxy=1¢c>9"% w=1<:>log9x.log9y=0<:>log,x=0 sau log, y =0 < x= | —
— Qqlogg x- . =1
b) Cum xxy=9"xkey, o VX, y > 0, din punctul a) rezultz €@ x+ye(0,0)\{1} peit
%,y €(0,0)\ {1}, deci ,* este lege de compozitie bine definits pe G=(0,\{I}. Veri

continuare axiomele grupului,
e Asociativitatea: pentru orice %,z € (0,90)\ {1} avem (x*p)rz=x% (r*2), deoarece:

m Orige
ﬁcém ill

(x*y) %z = glogyxiogyy , Fr= 9log,(9bn»hw).|og,z = Qlogs x-logy y-log, -
si xx(y* Z) = x % Q\o8sylogyz _ 9log<,x~log9(9hxu-bu:) = 8, xog, ylogy 2

e Existena elementului neutry: Cum x#9=glamrions _ §I 9% x = glogsdogyx

* €(0,)\ {1}, rezulti ca 9 este element neutru a] legii ,»«, T pentru orjce

* Simetrizabilitatea elementelor: Fie *€(0,0)\{I}. Cum xsx'=x%ye e &> 9oty _ o
=9

1
nlogy x [ L logy x — glog,
< (x) I x'=9B% = go8 ¢ (0,0)\ 1 }» rezultd ci toate elementele din G sunt simetrizabile

. losx_ 1 ;
¢) x*x*x=3 gbw —3<:>log3x=5<:>log9x=3i<:x=9$.

57

Subiectul Nl
ey = 1 4 (x—1)°
'oa) X)=——— - ") ’
7 X (x+1)? x(x+1)? 20, Vx e[l @). Cumys 0) =0 x =1, rezulta ci feste strict

crescitoare pe [1, o),

b Lim f(x)= oo, deci graficul Iui S nu are asimptot3 orizontalz spre +o, Cum m=LmZ® -

Xy

rezulti ca graficu] Iui Jnu are asimptot3 oblick spre +co,

¢) Din punctul a) rezulty A >AD) =0, vx e (1, ), deci %lnx>L—I, Vx e (1, ). Rezulta ci
i x+1

1, x ;—l xX-y

“h]—) =2" 1 L1 s

2 X T xry pentru orice x,y e (0,00), X>y. Atunci Em%>2k1+l , Vk 2 1, dec
y

I k+1 & 2

RN s e | 1 1 k+1}) 1

24 hk T e unde 3+5+...+T+1<51n k:.Tf =-2-1n(n+l).

X
l+e b

. ! 1 . :
2. a4 Aria suprafetei este ﬂf(ﬂ]dx:f dx =J' e dx=f dr =J'[1_L)d1=
0 0 el+e)  Jrev1) Ni 741

=t ~In@+ 1) | =lne-In(e+ )+ In2 = 22
e+l

1 , i . ; |
b) :][x S(x)dx = Ixzf(X)dx+Ix2f(x)dx= Iizf(—t)dt-i-]'xzf(x)dx: fxz(f(—x)+f(x))dx=
-1 0 s : F

I

I
Sy
N
&
|
IH

L € —+ lx)dx
X1+ l+e

z
0

= 1
) 3, 3
1

1
1 - P
= . Deci limn |x x)dx =
o 2n+1 n—o _-[ S

x2n+l

1 1 1 1
o Aver [ 2 f(x)= Jx’"(f(~X)+f(x)) dr= osz d= 2

n__1
Slim ™2

TeStUl 8
jectul | _ .
SuEI::matiaZz2 +z+2=0aresolutiile z§i z.Cum z-Z =1, rezultd ci |z]* = 1, deci lz] = 1.
L pacd a # 0, atunci f este functie de gradul II care nu este functie monotons. Pentru g = 0,

f0)= 2x + 3, deci feste strict crescatoare.
2x x x x x x
- . (2 2 . 2) _ 2Y L) 2Y _ 2 _
3. Ecuatia se scrie (5) —3(5) +2=0 & ((3) 1}[(3) ZJ-0©(3) =1 sau (3) 25

deci solutiile sunt x, =0 i x; = logys2.
4. Numarul functiilor strict monotone este 2C;. Atunci 2C?=20 & C2=10 < n(n - 1) =

=20,decin=35.
8, Fie M(a, B) piciorul perpendicularei din 4 pe dreapta d : x — 2y + 5 = 0. Cum m, - m = —1 rezults

; 4 ,
ﬂ—2=—2,deci2a+ﬁ=4. Cum M € davem a — 2B =-5, de unde a=% si ﬂ:—ls—.DacéA este
a-1

118

£ 1 . 18 s g
simetricul lui 4 fatd de dreapta d, atunci xA,=2a—-xA=-g st y,=20-y, =?,dec1 A (;, - )

6. Presupunem ci triunghiul este dreptunghic in 4. Atunci BC = 2R = 12 §i AC = 6. Cum
AB=\144-36 =6~/?: , rezulti ci perimetrul AABC este 18+6\/§.

Subiectul ll '
1. @) Inversiunile lui o sunt (1, 2), (1, 3) 5i (2, 3). Cum m(c) = 3, rezult}i ci © este permutare impari.

be(fx) =1 eoxr) =1 ¢e(0) - e(x) =1 < e(x) =—1 ceeace demons?treazei echivalenta din .enunt.

¢) Avem fix) = f[y) = ox = oy = x =y, deci feste functie injectiv:’x: Fie p numirul perﬂmuténl‘or pal:
in S, si ¢ numirul celor impare. Deoarece f este injectivi si duce orice permutare pafé in una 1mp<ar ,

rezulti ci p < q. Cum f este injectivd §i duce orice permutare impard in una pard, rezultd g < p.

Obtinem p=¢ =% =12 . Deci oricum inmultim permutirile din S, obtinem o permutare pard, deci

produsul este diferit de 6.
100 4 0 8 ) .
2. g) Notind E=|0 0 O|si F={ 0 0 0|, avem A(x)=E+xF.Cum E*=E,F*=2F si
0 01 -1 0 =2

EF=FE=F, avem A(x)-A(y)=(E+xFXE+yF)=E+(x+y+2xp)F = A2xy+x+y), care

s g 1 1y 1,1 ; L1
apartine lui G, deoarece 2xy+x+y=2(x+5)(y+5)—5¢ > , pentru orice X,y 3

b) Din punctul @) inmulfirea matricelor este lege pe G. inmultirca matricelor este asociativa si A(x) -

: 11. i
A4(0) = A(0) - A(x) = A(x), deci A(0) € G este element neutru. Fie xeR\{—E} ; atunci A(x) este

simetrizabili daci si numai dac3 existd x'e R\{-%} astfel incat A(x)- A(x") = A(x")- A(x) = A0) &

nae.

— ok aassensawieX
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< ACxx'+ x + xY) = A(0) < x4+ =-x e x'=—
2x+1

simetrizabil in G si (A(x))’ = 4 (_ x ) ,
2x+1

A )= 421 A(y_—l)= ( x_1 1(1_1 1)_1 21
o dvem G:40) ( 2 ) Y ik 2(2 2+2) 2 2%2) ) T ),
oricare ar fi x,y € R*, deci feste morfism.

Injectivitatea: daci x,y € R* astfel incat f(x)=f(y) :A(x—z_l) =A(y—_1) ==l _y-l
2
Surjectivitatea: Fie 4 € G. Atunci existi xeR\{—%} astfe]l incdt 4 = A(x). Cum 2x + | & 0
§1
_af2x+1-1)_ s . fiox T : :
f@x+)=4 =)= A(x) = A, deci feste surjectivi. In consecinti, f este izomorfism.

Subiectul lll
1. a) Cum x > 0, avem f{x) = Inx — In(x + 1), deci f(x) eliaelezal o 0, Vx € (0, ). Rezulyy
x

ci f este strict crescitoare.

. . Inx—In(x+1 .
b) 11_{2 x f(x)= hmxf(x) . Aplicim teorema lui L'Héspital in cazul LU . Cum
X—»x0 1 0
x
1
. +1 .
llmM =-lim—X- , rezult} c3 limita ceruti este —1.
x—0 x—o y 4 l

x2

¢) Fie x > 0. Din teorema lui Lagrange aplicati functiei g : [x, x + 1] > R, g(?) = Int rezulti c3

3¢ € (x x + 1) astfel incat Inx + 1) — Inx = g'(c) =le(L,l).Anmci i e(—l,——l )
¢ \x+1 x x+1 x  x+1

deci —l<f(x)<—L.
x x+1

~—

1 ] 1
2.9 I = Ixz sinx dx = Ixz(—cosx)’ dx= -x?cosx [L +2 Ixcosxdx =—cosl+2- Ex(sinx)'dx =
0 [} [1]

=—c0s1+2xsinx|}, —2£sinxdx =-cosl + 2sinl +2cosxl:, =2sinl+cosl-2.

! 1 4t 1
b) Avem OSsinszinksinl:—\/i,Vxe[o,l],deci 0< xz"sinxdxsjﬁxz" IRVERE sl
32 J )2 2 2+l

.
4n+2

1 2n+1 ' 2n+1 1 apel 1
9 1,=I(x )sinxdx=x sinx || - [ dpes—L ey 1 241
Azn+1 215 % !2n+1°°sx 21! 2n+1ofx v

, pentru orice n € N*.

1 1
Cum 0< J'xz"*' cosxdr< Ixz"” de=—1_ , rezultdi ci lim [x*'cosxdr. Atunci, din
] ] 2n+2 e

sinl - —2 Ixz""' cosx dx , rezults ¢ limn I, = %sinl .

nl =1
2n+1 2n+1,

n

x 1 .
R\ {-=}. D
€ { 2} eci, A(x) este elemenl

TeStUl 9
subiectul I ) ]
=3 k+D)=2Yk+Yl1=n(n+1)+n+1=(n+1)> Relatia din

o Avem1+3+5+.+Qn+1) ?‘;:)( ) ,Zo ;

qunt devine (n+ 1) =625 > n+1=25>n=24.
; Avem flx) =x’(* =2) + 3. Cum f(0)= f(2)=3, rezult c& f nu este injectiva.

g : 2x  1+cosdx _ _

3. Fcuatia este echivalenti cu L4 c;s Xy 2 =1 & cos2x + cosdx =0 &

z 3% 5z

cos3x - COSX = 0 <> cos3x = 0 sau cosx = 0. Cum cos3x =0, x € [0, n] & 3xe{—2-,—2—,7}

z x srl ; = 0,n) < x=2Z, rezult ci solutiile sunt e{ﬁ,l’-,i’i}.
@xe{—é’z’ 6},1arcosx 0,xe[0,n] &< x > rezulta ci solutii x 26
4. Numarul total de functii este 5%, jar numirul de functii pentru care f{1) = f2) este 5%, Rezults ca

aumirul cerut este 53_52-100.5,Cum # si v sunt coliniari, rezulti ¢i 2 = '—;’- , deci m = 10. Atunci

|v|=*/4+m2 = =,/104=2\/%. 6. Fie [ latura triunghiului echilateral. Din teorema sinusului

iy

3
inZ : gl s
rezultd ca I=2Rsm—3—=\/§.Dec1 S_E— A

Subiectul Il
11 11 ‘
L@ Fie X=| 2 2| Atnci2X*=| 2 2 |,deunde 2X’+X+1,=0;,deciXe M.
1 0 -1 -l
5) Avem A € M &> 24 + d = -, & AQA + L) =~ Rezulta det(4) - det(24 + L) = 1, deci det(4) # 0.
in consecinta, 4 este inversabila.

JAde Mo 4 4»%A+%Iz =0,. Din teorema lui Hamilton-Cayley este suficient s3 gisim o

. 1
infinitate de matrice A =(a b)eMz(R) cu a+d =‘% si ad —b0=5. Alegem, de exemplu
c

d
1y,
a=-1 g=0 beR'sic=——l—.Matn'cele 2 ,cub € R’, apartin lui M.
2’7 2b Ly
2b

1234
123 4

b) Fie 1), 1, € H. Cum (1 7)) = &(11) - &(v2) = 1, rezulté_::é Tt
t € H.Cume(e)=£(t - h=g®)- (@) =g(t"") rezultd ¢i £(t") = &(e)
v ¢ H. Deci H este subgrup al grupului S,.

2. a) Avem o’ =( ) = e, deci ordinul lui o este 2.

, este pard, deci 1Tz € H. Fie
=1, deci 1! este pard, de unde

) 1234 1e= = 0'2):
¢) Fie f: S4 = Sy un morfism de grupuri. Dacd f(a)=(l 3 4 2),atunc18 fo) =f

1234} (1234 : 1234)_
=f(c)=(1 5 4 2) =(1 42 3 , fals. Deci f(a)at1 3 4 2



Subiectul 1l

1.9 1imf(x)=1imxT”-xm(1+l)= Iimx_ﬂm(HLJ =1 - Ine = 1, deci dreapta y = | eg
X3 X—o x 1o x x

asimptotd orizontald spre +oo.

' 1)_1 .
) f(x)=ln(l+;)—;,x € (0, ). Cum s (x)=x+l-£+xl2=

1
X (x+1)
i f’ e strict crescitoare. Dar P_‘;g S(x)=0, decif'(x) <0, Vx € (0, »), adici f este strict descrescitoare

>0, Vx € (0, ), rezujpy

k 1 L& k n
¢) Avem %—%:m(Hz):ln(k + 1) - Ink, deci ;%: 2k +D=Ink) =1t +1). Atung
1

1 1%
lim(n(n +1))" = }l_lg e"

In(n(x+D) .
X

: . Cu teorema lui L'Héspital, lim N
) oo(x+)-In(x+1) " >

X

de unde rezulti ci ﬁmM =0. Ca urmare, limita ceruti este 1.

n—w n
' [ 1 1 12 01
dr=[x2" de=-L (@=L frg=12| -1
2.9 ojxf(x) J 2! 2_{ 21n2l_, 4In2

n+l n+]

b Avem I, ~1I = If(x)dx—t[f(x)dx: "'f(x)dx.Cumﬂx)>0, Vx € R, rezulti ci
1 1 ”

Ly —1,> 0, Vn € N*, deci sirul (I,), este strict crescitor. Deoarece 0 < I = J.Z"‘2 dx < J'Z"‘ dx =
1 1

Pl
In2

1 . . .
1 = E(—;- —2%) < 21:12 » rezultd i sirul (Z,), este mirginit.

n+l

¢) Din teorema de medie, existd ¢, e[n,n+1] astfel incat I S(x)dx= f(c,Xn+1-n)= f(c,). Cum

n+l

lime, =oo, rezultd ca lim f(c,) = lim 2 = lim2™ =0, deci lim [ f(x) dx=0.

n-yxo n—o Ao X=pa

Testul 10 N

Subiectul |

1. Cum 3 > 2 reaults ca 3>2">2". Rezulti & log,3>v2, deci log23>2. Atunci
2

log,3> 125 =20, 2=10g, 4. 2. W) =0 @ x 22 -3 =0 &5 (P + (P~ 3) = 0 > x=43
2
rezultd ca graficul lui f taie axa Ox in dous puncte. 3, Pentru x > 0, x # 1 ecuatia este echivalenti cu
—3x +2 =0, ecuafie care are solutiile x; = 1 §i x, =2. Cum x # 1, ecuatia are solutia unici x = 2.

4. Numirul este Cj,-C2. S. Fie M(a, B) piciorul perpendicularei din 4 pe d. Cum my-m,, =-1

rezulti ca 'Z_f=—1,decia+B=3.DeoareceM(a,ﬁ)ed,avema—ﬁ=3,decia=3 sip=0.

6. Avem B+C=7-4 >—72£ , deci %> B> % ~C . Cum funcfia sin este strict crescitoare pe [0, 12{]

rezulti ¢ sin B > sin (% = C) =cosC.
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subiectulll
Fi A—1 g CumAz—l O—A A ltid e M
1.a)1e—00. —00_..,rezu .
) A € M= det(4®) = det(4') = det’(4) = det(d). Cum det(4) # 0, rezulta c& det(4) = 1.
¢) Fie 4 =(a z]e M cudet(4)=0. Cum 4* = (a + d)4 = A', rezulti ci (a + d)a = a 5i (a + d)d = d,
4

deci(@a+dy'=a+d. Dacia+d=0,atunci4'=0,decia=b=0sia’+ b’ ~a=0.Dacia+d = 1, atunci
A=A'Rezultab=csid=1-a Cumad—bc=0 obfinem a(l - a) - 5’ =0, deci & + b*~a = 0,

2.0 (f,° L)) =daf,(x)+3(1-a)= a(bx+3(1 —b))+3(l —a)=abx+3(1-ab)=f,(x),VxeR,
cum f,°f, si f, auacelasi domeniu de definitie si acelasi domeniu de valori, rezults f, o f, = L.
p)Cuma=0,5#0= ab=0, din punctul q), deci compunerea functiilor este lege bine definits pe G.
Compunerea functiilor este asociativa, are element neutru, deoarece f, o f, = f o f, = [, YacR* s,
pentru orice a € R', f,ofy =fi°f,=f;. Caurmare, (G,) este grup.

o foof,of,=f,. Aunci f,(x)=8x-21 & @’x +3(1 - a’) = 8x - 21, pentru orice x € R, de unde
rezulticd @ =84i3(1 -a’)=-21, conditii indeplinite pentru a = 2.

Subiectul Ill

1.a) Cum f'este continui pe R\{1,2}, studiem limitele laterale ale functici / in punctele 1 §i 2. Avem
lim f(x) =400, lim f(x) =—o i, respectiv, lim f(x)=—c0, lim f(x) =+w, deci dreptele de ecuatii
x/1 Nl x/2 N2

x=1 si x=2 sunt asimptotele verticale ale graficului functiei /.
1

1 1
1 2 W ; X . tim yin
b) lim(f(x))* = ﬁm(L) (-1—) = lim(l) =limy” =lime’™ e =1, deoarece

© x2_3x+2 x xo\ x y+0 yio
1
. . Iny £H .y .
= P, — = o =0.
limyln y fim = lylfg_y_z lim(-y)
2x 4 2 : 2 1 ") =0
= = ——"—. Rezulti ci (x)=4[ - ) Avem f'(x)
9 S x-D(x-2) x-2 x-1 4 -2 (-1
3 3y _
o2 _ 1 3Q(x-z) =2c>x—2=3/§<:>x=\3/5 2
x-2° (x=1 x—1 x-1 ¥2-1
1 1,2 [] 1
2) 1, 2 1, 3
) f)= [ dr =L D gL hg)| =13
29 10= 15 T R R Rk
1 x+2 x 1 x+1
7+ 2t 5 t 1
= _——dtz t dt:— =—,
B f(x+2)+2f(x) oft2+2 J o e

1 x 3 . .
¢) Cum f(x+) - f(x) = J.—ttgt+ 21) dr <0, rezultd f(x+1)< f(x), Vx > 0. Folosind acest lucru, avem:
0

3f(x+2)< f(x+2)+2f(x) <3f(x), de unde, conform &), rezults 3f(x+2) < ;% <3f(x),Vx>0.

L_<fm<—1—, de unde —X—<xf(x)<—=—, pentru orice x > 1. Cum

Obtinem 25 < 3x-1) G+l 3(x-1)

: . 1 . 1
lim—*— = X =2 rezulticd limx f(x)==.
X 3(x + ]) Xm0 3(x = l) 3 X 3
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Testul 11
Subiectul |

1.Fiez=a+ ib. Atunci a* +5* =(a—l)2+b2<:>2a—1=0<=>a=%. 2, Imf:,:_ﬁ’w)=[2.°o)

Img=(._oo,—4A]=(—oo,a+4].Atunci |IInfAlmgl|=1<a+4=2ec4g=-3.
a

3. Ecuafia se scrie 8" +1=9"= (g) +(%) =1. Cum funcfia /: R > R, f(x)= (g)x +(é)x -

strict descrescitoare, deci injectiva si 1) = 1, rezulti ci ecuatia are solutia unicix = 1.
4, Exista A submulfimi ordonate cu trei elemente care contin elementul 1 pe prima pozitie. Ana]og

pentru submulfimile care contin elementul 1 pe pozitiile 2 si 3. Numirul cerut este 342=36.

5. Fie B’ simetricul lui B fati de A. Atunci: x”'Tw =x, §i y”Tm =y,- Rezults
Xp=2x,—xp=-2 §i yp=2y,—y,=2. 6.Avem 8D =2R =2R, = 82 , de unde rezultg ci
sin; sin;

BD = CD. Din teorema bisectoarei avem ci BD _4B , deci AB = AC.
- CD 4C
Subiectul Il
111
1.a) Avem A4’ -L=16{1 1 1|.CumA*-1= O si toti minorii de ordinul doi sunt nuli, rezulti ci
111

rangul cerut este 1.

17 16 16 3a+b 2a 2a
b) A2=aA+bI3<:> 16 17 16|=| 2a 3a+b 2a ,deunde 2a=16 i 3a+ b= 17, ceea ce
16 16 17 2a 2a  3a+b

conducelaa=8sib=-7.

©) £ =84-TL &> 4 -84 =TI, & AA-8L,) =TI, < A” =—%A +§1,.

t.a) Ji(xz—l)(yz—l)+l =%\/(x2—1)(y2—1)+4=%\/x2y2—x2—y2+5 =x*y, Vx,ye(l,o);

b) Din ipotezi ,,+ este lege de compozitie pe (1, ). Verificim axiomele grupului:

* Asociativitatea: pentru orice x, y, z € (1, ©), avem: (x*y)*z:[ &(xz—l)(yz—l)+1]*2=
2 1y 1y,
=\/%~%(x2—l)(y2—l)(zz—l)+l - J(x 1)()’16 X2 =Dy 5% Ghe) < &(yz—l)(zz—l)*']

21y o2 _1va2
=, &(x2 -1 -%(y2 D -1 +1= \/(X 1)()’16 D" -1 +1, deci legea ,,* este asociativa.

¢ Element neutru: e € (1, ) este element neutru daca §i numai daci x*e=e*x=x , Vxe(l,o) &

,&(xz—l)(ez—l)+l=x<:>%(x2—l)(e2—l)=x2—l,Vxe(l,oo)@e2=5<:> e=5¢e(, ).

® Simetrizabilitatea elementelor. Fie x e (1, 00); x este simetrizabil daci exista x’ e (1, o) astfel incét

16

1 U P '2= d de
.,x.,.x=eo\/%(x2—1)(x'2—1)+1=J3°z("2")("2‘”‘““" oo dew

o
1+ 16 , deci toate elementele din G sunt simetrizabile. Rezulti ci (G, *) este grup.
t = 2 ~1
Z x

= 1. . -1 = —i= " ,V) 0’ ’
f(x)*f(y)=Jg(fz(x)_l)(fz(y)_l)+l_J-2T2x 2y 1 \12«0’ f(x y) x,y €(0,%)

i te morfism de grupuri. Deoarece feste strict crescitoare, rezulta ca feste injectiva. C\fm Seste
ifeste z =1 si li = zultd ¢ Im f= (1, ), deci f este surjectiva.
ngm{,ua, crescatoare, lx\r'r& fx)=1si }‘I_{TGIBf (x) =00, 1€ f
: im )
Sublegul:,lctul de pe grafic de abscisi xo = 1 are coordonatele A(1, 1)), deci (1, e - 2).
a a)f "(x)=2x ¢~ —2x, rezultd ci panta tangentei este f ‘(1) = 2e — 2. Ecuatia tangentei este
Cum - ’

g-e+2=2e=DE=D. : .
. 2 _1_ 25X f_lop=t > , ). Fieg:
b Inegalitatea 2f(x) > x* este echivalentd cu ¢ —1-x°2 g e -1-¢ 5 0,Vte[0,x).Fieg

2 5
) - R, g(t)=e'—1—t—t{.Cumg’(t)=e'-1-f$‘8’(’)=e’— 20, v e [0, =) rezilgcd ¢

[0 _
(¢ strict crescitoare decig () = g'(0)=0,Vt € [0, ). Rezulta ca g este crescitoare, deci g(f) > g(0)
este i
=0, Vt € [0, ). o
im0 g0 _ lim V) = lim# J&) . Cum, din teorema lui L'Hospital cazul ° avem
o im0 i L - g
x>0 x> g
; -g(0) 1
2 2 Y] -—- . ey -1 1 , —1i g;(x) g:( =t
. X) _yo€ —l-x" . € Y - lim =2, rezultd cd gj(0)=lim=—"—"—"—"+=-
limg f,f =lim=———=n ¥ >0 2y T ox 2
s o L g()-gO) . &)1 deci g nu este derivabild in xo = 0.
iar g((0)= P_‘};_T— = £‘_‘g}, V5 Ik ecr g
x<0 x<
1
! X 2 _1.._10
2.a)l = J'(x2+2x+2)dx=(—3-+x +2x 0— 3+3 3
0

X

1 1 o
b Avem I, = j(x2+2x+2)" de> 27 dc=2", deci lim/, =o.
0 (1]
v n-1 9. n__2n_
o1 =l_[(x+1)’(xz+2x+2)"dx=(x+l)(x2+2x+2)" |'0-2nj(x+1)2(x2+2x+2) dx=2-5
- 0
0

‘ n n
~2n j(x2 +2x+ 2= +2x+2)" dx= 2-5" 2" =2n 1, +2nl, .
1]
7 il = limita ceruti este 2.
Rezulta ca (2n + 1)I,— 21, =2-5"-2". Cum }ll_rg i 0, rezultd c& limi

Testul 12

Subiectul | .
‘/§—I+‘/§_‘/§+‘ﬁ"/§+3_‘ﬁ=leN. 2. Cumj(—0)=—f(0),reZU1tﬁ05ﬂ =
2 2 2

I i i = =0. Decix =
0, deci produsul este 0. 3. Notam /1-x =¢ . Ecuatia devine 1= — £ e :Ef‘ +1) (—i 0i<;>=1 ;
~ 1 este unica solutie a ecuatiei. 4. Daci mulfimea are n elemente, atunci 27" =16, dec .

1. Numirul este

B MATEMATICA — M1
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N

5. Fie h iniltimea din 4. Cum panta dreptei BC este 1 rezulta ci panta lui /# este —1. Ecuatia lui 4
. y Cste

= x + 1. 6, Avem cos?10°+ cos?50°+ cos?70° = 1+c"520°+1+c°5100°+1+003140° 3 ”

=

2 2 2
l d o 3 1 2
+=(c0s20° + cos100° + cos140°) = =+ — o o N
2( cos ) 3 2(2c0560 c0s40° + cos140°) = —3+—;(COS4O°+coslqoo)

+

3 + Lcos40° - cos40°) =2 .
272 2
Subiectul ll
L (3 9)(3 9 )
1.9 A= 1 -3 1y =3 =0,.Rezulti 4" = 0,,deci4 € M.

B) Fie X € M. Atunci O = det(0;) = det(X") = det* : _ . )
e 007 X o) 00 R S X e
t(tP(X) - X) = tr(Oy), de unde tr*(X) = 0. Rezulta ca tr(X) = 0, deci X* = O, X=0,
¢) Fie ¥ € M,(C) o solutie a ecuatiei ¥* =4 ; atunci Y*=4"=0,.Rezultica Y e M= ¥’ = o

A = 0, fals. Deci ecuatia nu are solutii. T RS
2. @ u € (2, ©) este element neutru al legii ,** <> x*u=u*x=x,Vxew)

iltou
deci

& x-2™P+2=x, Vx € (2, ®) & (x-2"P=x-2,Vxe2,0) > hu-2)=1
<:>u—2=e<:>u=e+2€(2,oo).Cum(e+2)*x=e‘“(""2)+2=x—2+2=x,‘v’xe(2,00),rezu_1t5:
u = e + 2 este element neutru.

b) x € (2, ) este simetrizabil < 3x’ e (2, ) astfel incit x*x'=x"*x= < (' -=2)* D=+

1
Daciix # 3, atunci In(x —2) # 0 5i x' =2+ (e+2)"*? (2, ), deci toate elementele diferite de 3 sunt

simetrizabile. Daci x = 3, atunci (x' -2)™®? =1z e+2, deci x = 3 nu este simetrizabil.

o Avem x#*x*x=((x—2)"2 +ex= (x-2)" "D +2 si xextxsx=(x-2)""? +2 . Ecuatia
. Sxe .

se scrie (x=2)"¢?=3 & In%(x - 2) = In3 & In(x-2)=+¥In3 o x-2=¢™ . Obfinem

Yin3 4
o -3 50

x=2+e">25i x,=2+e

Subiectul i1l
1. @) f'(x)=€+1>0, Vx € R deci feste strict crescitoare, si, in consecint3, este injectivi. Cum feste

continui, xlirpm f(x)=—o, }1_51; f(x) =00, rezultd ci AR) = R, deci feste surjectivi.

1
b limg(x)=lim|er+1-1|= i i im [ e
x_mg(x) x_{?o(e +x 1|=0eR si xgr?mg(x)=xkﬂ e’+i—1 =0eR, deci dreapta y =0
este asimptoti orizontald +oo i, li =l i 1 i li i
spre too. Apoi, l}{rﬂlg(x)-llg)l e +;—1 =0 si lggg(x):—oo, dect

dreapta x = 0 este asi i i i
p ste asimptotd verticali. Cum g este continui pe R”, nu existi alte asimptote verticale-

c)Avemx=—=-1—— - i in i i

2 =S 5 2<-1, deci x; < x,. Demonstrim prin inductie ci sirul (x.). €5
d

escrescitor. Presupunem x, <x, , . Cum feste crescitoare, rezultd ca f (x,) < fx,.;), deci xp+1 < X

P A - .
resupunind ci (x,),,, ar fi marginit, atunci girul ar fi convergent; notind / = lim x, , rezultd = I,
A—>0 ny

de I 71 1= ' i
unde ¢ +/-1=1¢> ¢ =1<>1=0 Cum (x,),,, este descrescitor, rezulti ci x, > I, Vn € N', de¢!

)i

x,20,Vne N°, fals. Deci sirul (x,),, este nemarginit si, fiind descrescétor, rezulti ca limx, =—c0 .
n—rx

r % n 1 0 1

. dt dr dt 1

Aria = dx = _COSX 4y — __COSX gy = | ——-|—==2 Y _ 2arcte ¢t .y

2.9) J]f(x)l 6[1+sin2x £1+sin2x [PV e (;[l+tz retg =7 ‘
2

2x [}
p Cu schimbarea de variabili y = 2m — x avem: I= Ixf(x)dx=—j(27r— W fQRr-y)dy=
2x

0

2 cos2m — y) = cosy = Lt
) —— = —dy= r—-y)———5— dy = 27— -3 -,
Jer I wiann Jer g [er-n 1)@= Prmo-1.

2 b2
. i _ cosy B . .
de unde se obtine 2/ =27x 6[ fOdy=2x 6[——1 pap 3 dy =27 arctg(sin y)|0 =0,deci/=0.

<) Din teorema lui L'Hospital, cazul 9 avem lim—l— IU ® -1 dt=lim f-1 B
0 x>0 xz ° x—0 x2
cOSX ,
2.2 —1_qi —ai _ o . .
—fimlEsiix o Jim S90S X 12 sin’x _ ;o =sinx —2sinxcosx _ lim( sinx _sinx o \__3
x50 X x>0 X x>0 2x 0 2x x 2
Testul 13
Subiectul |

1. Cum pentru k € N', Jk e Q< k este pitrat perfect, rezulta ca numarul cerut este egal cu numdrul

patratelor perfecte cuprinse intre 151 2012. Cum 44* = 1976 < 2012 < 2025 = 452, rezultd ci existd 44
patrate perfecte, deci multimea are 44 de elemente numere rationale. 2. 0) = 2 implica @) =0, iar
fi-1) = 0 implica f'(0) = 1. Ca urmare, o f =1 @)= O)=-1.

3. Avem sinx=-~/§<:osx<=>s—ini=—\/5 o tgx=—3,xe(0,20 & xe{%@’%’}'
cosX

4. Existd 4! permutdri care au pe prima pozitie numarul
numirul 4. Existd deci 2 - 4! = 48 permutdri cu proprietatea din enunt. 5. Prin calcul direct, sau
folosind relatia C* =C*, +C*} ,avem: G +Cy + C+C = C+Ci-C{+C - Ci+Ci-Cl =G5
6. Avem 2 sinB cosC = sind = sin(n — (B + 0)) =sin(B + C) = sinB cosC + cosB sinC. Obtinem sinB
cosC — cosB sinC = 0, deci sin(B — C) = 0. Cum B — C e (-n, m), rezulta B-C = 0, deci B=Csi, in
consecinti, triunghiul ABC este isoscel.

2 si 4! permutdri care au pe prima pozitie

Subiectul Il
b J

1. @) Fie X = (;’b ) e M , X+ Oy Atunci det(X) = & — 2b”. Daca det(X) = 0, atunci 26" = o’ Pentru
a

a

=42 , fals pentrt

b =0 obtinem a = 0, deci X = 0, fals, iar pentru b# 0 rezulti ci %2- =2, deci
¢a 2 este numir irational. Objinem det(X) = 0, deci X este inversabild.

. a b AX = XA 3 2\(a b a bY(3 2 3a+2¢ 3b+2d)___
b)FleX—cd.Atunm = P 4 3 cd—cd 43c> 4a+3c 4b+3d

4 ia=
=(3a+b 2a+3b)<:>3a+2c=3a+4b$i3b+2d=za+3bc>c=2b$la—d<:

3c+4d 2c+3d
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a
c.x:(

b
2 ) cua b eQ,deci X € M. ¢) Fie X o solutie. Cum AX=X* - X=X’ =X . X* = x4 =,
a

b 2 2
){e/\l:n(:(;J J.AtunciX’:(a it J.CumX2=A=>a2+2b2=3$iab

a 4ab  a* +2p*
@ -3ab+26'=0=(a-b)(a-2b)=0=>a=bsaua=2b Dacia=b,atuncia= 1, decia= b = |
saua=b =—1. Daci a = 2b, atunci 26* = 1, deci b=t—1-

ﬁeQ.

11 -1 -1 11y (3 2
Obtinem matricele X,=(2 J si X2=[_2 l]' Cum Xf:(z J =[4 3]=A 5

X} =(-X,)* = X] = A rezult ¢ solutiile ecuatiei sunt X; si X;.
2. a Avem (o[ )X)=(L(,(x) =3 S0 +2:3 -2=3(3"x+2.3 -2)+2-3 2=
=307y +2.3"7 2= f,_(x). Cumf; ° £, 5i fir,, au acelasi codomeniu i acelasi domeniu de definitie,

rezultd ci fi ° fp = frep-
b) Cumk+p € Z, Vk, p € Z, din punctul a) rezulta ci operatia de compunere a functiilor este lege pe

=1:>

G. Cum compunerea functiilor este asociativa, fy e fy =/, ° i =/, Vhk € Zsifi o fa=fre=fi=f, Vk e
Z rezulti cd operatia de compunere are element neutru, f; € G si orice functic f; € G este inversabilz
cu f;"' = f, €G.Rezulti ci (G, ) este grup.

¢ Fief ge H Awncif=fysig=fiycuk pe Z.Cum fog™=f,of!= SwoSop=Fus, =
= fou-p € H , rezultd ca H este subgrup al lui G.

Subiectul Il

2 2
Lo =ty Lo G#lex _ 2xel
T+x* 1+(1+x)°  (1+x)2+2x+x") (1+x)2+2x+2x%)

. Cum f'(x) < 0 pentru

xe (—oo, —%) ' x)>0, Vxe (—%, oo) si f' (—%) =0, din monotonia lui frezulti cd x, = —% este
unicul punct de extrem (minim) a lui £,

B Avem lim f(x)= -% +12’- =0, lim /(=2 -é’- =0 si f(—%) = —2arctg % . Din tabelul de
variatie a lui frezulta:

-pentru me (—oo, —2arctg %) U[0, ) ecuatia nu are soluti;
-pentru m=- 2arctg—;- ecuatia are o solutie;

- pentru m e (—Zarctg %, 0) ecuatia are doud solutii.

¢) Fie xe[0,00). Aplicind teorema lui Lagrange functiei g(r) =arctgs pe intervalul [x,x +1], existd

ce(x,x+1) astfel incat g(x+1)~g(x) = g'(c) =—1— < —1 =- -l SV
gx+)-g(x)=g'c) 241241 f(x) il S(x) 211
' 1 ]
2.9 1= Ixsinxdx: J.x(—cosx)'d.xz —xCosx IL + Icosxdx: —cosl+sinx I:) =sinl—cosl.
0 0 0

e 1

J ! 'dr= —x"cosx |l +n Ijx""'cosxdx:
b) Fle n 2 3. Avem I" = Ix" sinxdx = Ix"(-—COSX) dx = X 5 ]
0 (1}

1

1
! m2ginxdy=—cosl + n sinl -
g e M |—nn—1 J'x sinx
,cosl‘”',[x (sinx)'dx = —cosl+nx""'sinx | —n( )o

;)”('gi’nl):,:;ricfﬁfi {;)+ ::;It;)lzgz Y}Sl: 1+—(:(jrs:lzi(n +DI,=(n + 2) - Silll 1 - cosl, de unde
pl= ;%Sinl T 2;'(’1 57 cosl— - 2;'(n Py I,.,. Deoarece 0<I, = !x" sinxdx <1 rezultd ci
:ﬂmlﬂz =0, deci limn/, = sinl .

Testul 14

subiectul | |

j j j i , , 7 ; . _ 17
S+ ')gl +2) 2’;(1 iy 17—0(1 +i(1+2)= Ta(—-l +3i), deci Re(z) = T

2 f(x+%)=[2(x+—;—)]—[x+%]—[x+l]=[2x+l]—[x+%]—[x+l]=[2x]+1—|:x+—;-]—[x]—l=

F T . 1
= [2x]-[x]- [x + %] = f(x), pentru orice xeR, deci feste periodicd, cu perioada 5

1. Avem 2z

1 1 S O Py . . IS
3. Ecuatia este echivalentd cu 22‘=2'c>2x=;@xz-i,demsolumlesxmt n=-7 % =75

4. C +2Ct =16 on+nn-1)=16n"=16,n22,decin=4.

5. Fie M mijlocul lui [BC]. Avem x = ﬁi%ﬂ‘i 2y xp =3 1, =8 Xy = =4 s,
| a‘nalog, Yo =}£—X;—i}l:> Yo+ Ve =3V =ya=10=>yy =-y%2£=5,deci M@, 5).
6. Din teorema sinusului avem Sﬁl CA =2R , deci sind = 1. Atunci cos4 = 0.
Subiectul ll
v 1. @) det(A)= : ; ifz —Aq+2b +a’ —4b=(a+2? +2(b-1)*—6. Avem det(4) = —6 daca si
01 4

numai daci (a+ 27 +2(b-1)=0oa=-25ib=1

a

, nu pot fi simultan
b) Fie A = b

- =a+4.CumA; - A; 4% 0rezultd cd Ay si A

1 .
=a sl A, =
1 §1 8,

1
zero, deci rang(4) 22, Va,beR. i
¢ Fie X e M,[R) o solutie. Atunci det(4X) = det(-Y/61,), deci det(d) - det(X) =

e = = — = = i A £ ta ci ecuatia
i i Deci, dacia= -2sau b =1 rezul

det(X) = 1, rezulti ca det(4) = -6, deci a 2sib=1. i gl

( -2, b = 1, aunci AX= —-3/313 o X=-6-4 =

—6. Cum 'E
I
|

nu are solujii. Dacd a =
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-2 1 2 2 2 0
=6l 1 1 2| =-Y6|-4 g ¢
01 4 1 2 -3

2. a)Fiex,y €e R. Cumx*y = xy + 3x + 3y + 7 =yx + 3y + 3x + 7= y*x, legea ,*“ este comutativy,

122 rezultd ci M_IZJ _62

1%(2%3) 122 61

¢) Legea ,,** are element neutru <> Je € R astfel incdt x*e = e*x = x, Vx e R <> xe + 3x + =

b) (1#2) *3 =18 * 3 =124, iar 1%(2*3) = 1*28 =

+7=x,¥xe Rox(e+2)+3e+7=0,Vxe R e+2=0s5i3¢e+7=0ce=-25i a__1 falg
37 R
Deci legea ,,** nu are element neutru.

Subiectul Ill

1. @) Cum f'(x) =€ + 3 5i f'(1) = e + 3, rezultd ci ecuatia tangentei in punctul 4 (1, e + 2) la graficy)
functiei festey —e~2=(e+3)(x - 1).

B Avem i-1) + A-2) +. A+ f-n)=¢e¢' =3 1 -1+e?-3.2-1+.+e"-3n-1=¢l,

+tel+.+e"-3(1+2+.+n)-n= l+L2+...+L"—&+—l)—n= l+l2+m+i_\n(3n+5)
e € e 2 e € e’ B0
G-
s lim(f(—l)+ )+t f(—n)+n(3n—+5)-J= 1im(l+l2+...+l)= limlle/ _ 1
now 2 s\ @ g e" nox g -1 e—1
e

¢) Fie m € R pentru care f{x) - mx > 0, Vx € R si functia g : R = R, g(x) = Ax) — mx. Cum g(0) = £0)
=0, rezulta c3 g(x) > g(0), Vx € R, deci x = 0 este punct de minim. Cum g este derivabili, din teorema
lui Fermat rezultd g’(0) = 0. Deoarece g'(x)= f'(x)—-m=¢e"+3-m 5ig'(0)=4—m ,rezultd m=4.

Pentru m = 4, considerdm functia 7 : R 5> R, h(x) =fx) ~dx =€ —x - 1. Cum K'(x) = & — 1, din

fix)>4x,Vx e R. in concluzie, m = 4.

1
1+ x?

monotonia lui A rezulti ¢ x = 0 este punct de minim global. Rezulti ca A(x) > h(0) = 0, Vx € R, deci
2.9 |

| '=1(£)2 _z

. o 2\ 4 32

B) /% (=x) = arctg'®(—x) = —arctg'"x = % (x), deci functia de sub integrali este impari. Rezulta cd
integrala ceruts este 0.

1
arctgxdx = Iarctgx - (arctgx)'dx = %arctgzx
[

¢) Cum 0 < arctgx < % Vx € [0, 1], rezulta ¢ 0 < x° arctg’x <x° (%) S(%) ,Vxe[0,1]sine N

1 n n
Obtinem 0 < Ix’ fM(x)dx< (%) sicum lim (l) =0, rezulta ci limita ceruta este 0.
0

nawo\ 4

Testul 15
Subiectul |

10
1. Y1024 =2 =27 e Q> n |10 n € {2, 5, 10}. Deci multimea contine 3 numere rationale.
2.A0)=Hx),VxeReox*-x+a==x’-x—a,Vxe Re 2a=0 a=0. 3, Ecuatia devin®

4";2 =2 ¢>4x—3'2‘+2=0c>(2"—1)(2"——2)=0<32x= 1 sau 2* = 2. Solutiile sunt x; =0 six; = 1.

4. Fie B={a b} < {1,2, 3, 4}. Cum exista 2* functii /: {1, 2,3, 4} — B i exact 2 funciii constan
fixy=a,Vx e {1,2,3,4} 5i fix) = b, Vx € {1,2,3,4} rezultd ca existd 2° — 2 = 14 functii cu Im/'= }
Cum existd C? =6 submulfimi cu 2 elemente ale multimii {1, 2, 3, 4}, rezultd c& numarul cerut est

14 - 6 = 84.5, Fie T mijlocul segmentului AB. Atunci 7(-1, 4). Cum panta dreptei 4B este ——;— , rezuli

ci panta mediatoarei este 2. Atunci mediatoarea are ecuatia y — 4 = 2(x + 1), M(-1, a) se afla ¢
mediatoare <> a—4=0<> a=4.Sau, AM=MB & \/4+(3-a)2 =\/4+(5_a)2 o@B-at=(5 -a
©9-6a+d’=25-10a+d < 4a=16=a=4.

avem ) gLk _EEbvE _@2p 2 ps 2.5 3 .8 _1 1
L ab ac bc abc abc r abc r abc r 4RS 2rR 8
Subiectul 1l

at  a*+l d+2| |-+l -1 P -bP 4]
1. det(A)=|b* -1 b b +1|=| b -1 b P+l |=
1 2 4 1 2 4
11 1 1 00
=(@-b+)|b* -1 b B +1|= (@-b+D|b -1 1 2 =g’ -b +1.
1 2 4 1 13
2 2 2 2
pa=|" g 1sia,- "2” @ +2| 22 Cum Ay — 24, = 2 rezults ci A, §i Az 0
1

pot fi simultan 0, deci rang(4) > 2.
¢) Din punctul b) avemrang(A)=2@det(A):O@bz—az=1<:(b—a)(b+a)= leob-a=b+
=lsaub—a=b+a=-1¢<>a=0sib=1saua=05ib=-1<a=0silp=1.

2.9 x*x=x<:>———48x2 —x 8=l ox(P-4)=0,x€ (=22 x=0.
+ X

b) Din ipotezi, ,,» este lege pe G = (-2, 2). Verificim axiomele grupului:

)=4(x+y+z)+w  Vxpze(=2,2), i

+ +
e asociativitatea: (x*y)*z= 4‘(: 2N z= 2

+xy 44322y A+xyt+xztyz
4+xy
(+4(y+2))
x*(y*z)=x* Hy+2) = i’ = Arey+ 2t B2 , deci legea ,,*“ este asociativi.
4+yz 4., 0+ A+xytxztyz
4+ yz

e clementul neutru: x*0=0#*x= %x =x,Vx e (-2,2),deci e=0 este elementul neutru al legii "

o simetrizabilitatea elementelor: fie x € (-2, 2); atunci x este simetrizabil <> 3 x' € (-2, 2) astfel inc

x*x'=x';x=0c>M=0<$x+x'=0¢>x'=_xe("2’2)- Agadar, toate elementele su
4+ xx'

simetrizabile, rezulta ca (G, *) € grup.



4(2(x—1)+2<y—1>
x+1 y+1
+4&E=D =D
(x+Dy+1)

Jzz(x—l)(y+1)+(y—1)(x+1)=22xy—2=2(xy—1)
G+DY+D+(x-Dy-1)  2x0+2  xp+1

o SD*f)=

=f(»),

11 , rezulti ci feste strict

Vx, y € (0, ), deci feste morfism. Cum f(x)=2+D -4 _ 2
x+1

crescitoare, deci injectivd. Deoarece f'este continui, crescit ; _ .
. i scitoare, iﬂf(x) =-25i !mf(x) =2,
rezultd ci Imf = (-2, 2), deci feste surjectivi.

Subiectul llI

1. @) Avem f(x) = 3x* + 6x 5i f'(x) = 6x + 6, x € R. Analizind semnu] lui £, rezultd c& x = —1 este

unicul punct de inflexiune. . .

by 80D [P+l @20 +x-2)_Jx+2)-1)
x=-(-2) x+2 x+2 x+2

unde rezultd c3 functia g este derivabild inxp=-2§i g'(-2)=0.

¢ lim (Lj‘))l = lim (L’;z“‘f : e lime s

T x

X% = Bt =i
L. X limx* =lime * =

X—® X=30

= (x+2)lx_]| = lim g(x)-g(—2)
-2

x+2 =0, de

o -
e =1, deoarece, aplicand teorema Iyj

L'Hospital, cazul =, avem limM = liml =0.
o0 X0  x X x

1
1+x?

2.a) A=]
4

1 |

1 1
dx= dx=2 —_— = l—”
_'!l+x2 !sz dx 2arctgxlo_3,

1 1
b _ = n+l o = n
) 1,1, of(f (x)~f () dx = off ()(f(x) - 1) dx. Deoarece 0 < fix) < 1, Vx € [0, 1], rezulta
ca f"(x)-(f(x)—l)sO, Vxe[0,1], deci Iy; -~ I, < 0, Vn € N°. Rezults ci sirul (1), este
n/nzl

1
descrescitor, deci mirginit superior. Cum I,= If "(x)dx20, Vn e N° rezulti ca sirul (7,), este
; n/n

Mmdrginit inferior, deci este convergent.
1

%

:
§
:
:
é

1
1

N} =J.X"(xz+l)'" S on [ (et 1 1 )

g n ) 2xde= — X 4._

¥ 0 CR AN oI 2"+:)"'(,(J.c2+1)"+l -
1

s Lo pxl+l-1, 1

on ‘;'-‘_(xzﬂ)"” dx = > +2nl -2nl,, . Rezultici 2nl ., —(2n-1) I, =21_", VneN.
Testul 16

§ 3ubiectul |

LoCum 1432434 43 2971
8

» relafia din enunt devine 9"*' — | = 6560 < 9™ =

£
56561 ©9"=9%¢> n=3.2. Deoarece A = * — 4, iar G, Ox =
P; Cum functia f: [-2,0) 5> R, f(x)=¥x+1+Vxs
i ozultd ci ecuati lutia unici x = ;
,5 : 1a are solutia unicd x = 7. 4. Cum 3’ < 100 < 5 < 7° < 999 < 11 n i
. . A ' < < , rezultd ci ta 2
buri de numere prime avénd 3 cifre. Cum existi 900 de numere naturale de 3 cifre, crezezll; cd
bl'obabilitatea este —— :
45

o 5+ Avem SAM =2(AM + MB)+3(AM + MC), deci O=2MB+3MC.
]

|

@ <«>A<0.Obginema {-1,0,1}.
2 este strict crescitoare, deci injectiva si AD=5

i o

BM

. BM _3 2
==, 6.CumAB*+ AC"+ 4B - = = AB?
 deci 2 =5 um C?’+AB-AC=BC*= 4B

cumﬁ=-§m :>|m|=_32.|m

4+ BC*—24B - AC - cosA rezulta cosA=—%,deci m(4) =120°.

subiectul Il
: 20
1.a) Daci 4 € M, atunci det’(4) = det(4’) = ’ = l =4, deci det(4) # 0. Rezult rang(4) = 2.

p) Fie X e My(R) cu X' =4, A € M. Atunci det’(X) = det(X?) = det(4) = —4, fals pentru c3
det’(X) 2 0. Deci ecuatia X* = 4 nu are solutii in M,(R) .

o) Daci 4 € M, atunci A° =41, & A° -1, =3L, > (A-LYA' + A+ £ + £ + A+ 1) =31,, de
unde rezultd ca 4 — I este inversabila.

2.a) Fie e € Z elementul neutru al legii ,*“. Atuncix*e=e*x=x,Vx eZ < x+e+2=xe=-2.
pFiex,yeZ cuxey=-2. Atuncixy + 2x + 2y +2 = -2, deci (x + 2)(y + 2) = 0, de unde x =2 sau y
=-2. Rezulti ci inelul (Z , *, °) nu are divizori ai lui zero.

¢) Elementul neutru al legii ,»“estec € Z cuxcc=cox=x,Vxe€Z <xc+2x+2c+2=x,VxeZ
& @ +2)(c+1)=0,Vx € Z < ¢=-1.Cum feste morfism de inele, rezultd ci f0) = -2 si 1) =-1.
Rezultib=-2sia+b=-1,decia=1s5ib=-2.

Subiectul Ill
Jl

~ pentrux € [0, 1) §i f(x) =—2
1+x

2(1-x%) 2(0-x%)

1 20-x" _ _
Ja-2) (2 +1) 1= |a+2)

4 (2
1+x%)?

1. a) Pentru x # 1 avem f'(x)=

2
1+x
[0, ) \ {1}, este continual in xp =1 §i wa’(x) =1, deci f;(D=1si li{rle'(x) =-1, deci fy()=-1.

Obtinem f'(x)= pentru x € (1, ©). Cum feste derivabild pe

Rezultd ci fnu e derivabild in xo = 1.

b) Deoarece f"(x)=——%_ <0 pentrux [0, 1) si f"(x)=
(1+x%)

in 1 rezulta ca xo = 1 este unicul punct de inflexiune al graficului functiei f.

4x

0+ 2 >0, Vx € (1, o) si f'e continuad

L 2
lim&l = limﬁ—— =2, din teorema lui L'Hdspital, cazul % ,

- - S(X)
o L =1 . Cum
) x—{gx f(x) xl—l;l;lo l xoo] 4 xZ

X—>® _4
x x
rezultd ci limita ceruti este 2.

2.0 Fe If(x)dx= j'(1+x)'1n(1+x)dx= (1+x)In(1 + x) - jdx: (1+x)In(1 + x) - x + C . Rezultd ci
F(x) = (1 +x) In(1 + x) + c. Cum 0 = F(0) = ¢, rezulta F(x) = (1 +x) In(1 +x).

1 1 1 ' )
b l'f(x)dx= I'ln(1+x)dx= In(1 + x)- (In(1 + dx=—l-l 2 =—1—1n22_
: gx+l g x+1 J (1+x)-(In + x)) > n“(l+x) =3
x_ Yo Af1-tex)_ 1-tgx ) _ 2 1n2 I+ tex) =In2- f(tgx) -
¢) Avem f(tg(4 x))—f(lﬂgx) ln(1+———1+tgx) ln——lthth In2 - In(1+tgx) fltg

x4

fi(e(z)e-

x/4 ]

Cu substitutia y= % -x avem I fagx)=— J' f (tg(% - yn dy=
o x/4

f(tgy) dy . Rezultd ca ] [f(tg(x)) dx =Z’8_ In2.
0

x/4

= [an2-fagy)dy=Zin2-
H 4

Sty In

m MATEMATICA - M1

329



= V. ANURUNALALE * D. DERBANEDCU ¢ VI, PERIANU ¢ (. CIUPALA * F. DUMITREL

S

Testul 17

Subiectul !
T.Avem[x—1]={x} € [0, 1),deci [x~ 1] = {x} =0=x e Z $i0<x—1<1.Obtinemx=1,

2, Fieye (3,0 fix)=y=>2"+3=y= 2" =y-3>0c x=log,(y ~ 3). Deci inversa func;ie,ifeSt
functia f 3,0) >R, f(x) =logy(x - 3). e

: ; sinx
3. Ecuatia se scrie cosx =-—> <> cos’ x =sinx <> sin’x +sinx— 1 =0 smxe{‘/— 1 &
2 .

0SS X

um ———_‘/i_l < -1 obtinem sinx = ‘/32_1 , deci xe{(—l)" arcsin%+k7r/k GZ}.

7! 7! 1 1
< —=
k!(7—k)' *k+D)(T-k-1) _7—k<k+l

4. Cl <o Ck+1<T-kokas o

<k e {0, 1, 2}. Probabilitatea este % :

5.7+v=4i +(a+3)j §i #4-V=-21 +(3-a)] . Avem @+V) L@ -V) S @+7)-@T-7)=0 «

o 8+@+3)(3-a)=0=da’=1ag=1%1. 6. Cum P = 8, cu formula lui Heron, aria triunghiulyj

este §=v/4-3-1=23 . Deoarece S=w obtinem 23 =14sin 4, deci sin 4 =£,
7

Subiectul Il
La)detd(x)=(1+3x)(1 -22&)+ 6x* =1 +x,deci | +x=2 > x=1.
3 6 5

1 _2).CumB = B, rezulti ci:

A(X)A(Y)=(1,+xB)(1,+ yB)=1, + xB + yB + xyB’ =L+(y+x+)y)B=A(xy +x+y).

¢) Inductie matematica dupa n: P(1) : 4(3) = A(3), deci P(1) este adeviratd. Pentru P(n) = P(n + 1)
avem (A(3))”+1—(A(3)) “AQB)=A@"-1)-A(3) = AG- 43 +4" - 1+3)=4@™ - 1)

a)5x+4—lc>5x——3c>5x 4o x=5" 4 o x= 3.4 o x= 5.
b 0=0,P=3=-2=15P=5=6 =6, rezults H ={0,1,6}, deci H are 3 clemente.
¢) Daci =0

b) Avem A(x) =1, + xB, unde B =(

rezulti ¢i x*=0, deci x=0. Daca y=0, aunci @+3)°=0 <
3 5 . [ 2 PRS-y .
=2y o ('Y =55ecH , fals, deci (0, 0) este singura pereche cu proprietatea din enunt.

Subiectul Il

1 g llmf(x) w; m= ll_zgfi)=}1_m /x+: 1 si n= 1u2(f(x)—m(x))=}ﬂx( K—:—IJ=

x=1_
=limx 2l Ly =2 ) gecipoxo1 i i inu3
R T =-1, ¥y =Xx - 1 este asimptotd oblici spre +co. Cum f este continud
x+1

pe [1, ), graficul lui fnu are asimptote verticale.

b flx)= [X=1,x [x+1 2 0.V
x+1 2Vx-1 e

continuj, feste strict crescitoare pe [1, ). Cum A1) =0 i lim f(x) =0, rezults ci Imf= [0, o).

deci f este strict crescitoare pe (1, co). Fiind

JL]

2 2 2
= feos x 4, 1—smx ! —fde= —cted?-Z=1-Z.
2.9 Iz_,!sinzx ;," sin’ x b "smzxdx J e, 4 4
4 N 4
% _;: % n+l %
_ . 2 0= " 1 = n y Ctg x| 5 1
lo+l= Jctg x(ctg’ x+1)dx=0 xfctg X om !C‘g x(ctgx)'dr = nil s n+l
2 1 N
x
2
¢ Cum /[, - -I,= Ictg X - (ctgx l)dx< 0, sirul (1,),»; este descrescitor si, in consecintd marginit
3

superior. Cum ctgx € [0, 1] pentru orice xe[%,%] , rezultd ca I, > 0, Vn, deci sirul (Z,), este

marginit. Fie im7I, =L. Trecind la limiti relatia de la punctul b) rezultd ¢3 2L =0, deci L = 0.

Testul 18

Subiectul |
1. Dacid 3 = a,q §i \/3=am+1, atunci 3 = a; + nr si «/§=a,+mr = 3-B=(n-myr=

3 B r\Q.2 Avem f(2)+2f(-;—)=6 si f(%)+2f(2)=%.Ob;inemﬂ2)=3.

n-m n-m

=>r=

lgx lgx 1 1
=1 PR -l -l | —_— =0 lgx=0x=1.
3. log, x=log,x 122 123 Sx(l 2] :J 4

£ e 0 e
4 Avem T, =C*(32) =C*-25 Q&> 5|k, k=0,n. Cumexista [ﬂn multiplii de 5 de 1a 0 la

n, rezulti ca [§]+1=7 o [%]=6 o 6s§<7 o ne {30,31,32,33,34}.

5. Dreptele care trec prin A(1, 2) au ecuatiile a(x — 1) + b(y —2) =0 cu a+b*#0.Distanjade laBlao

10(3—1)+b(_1-2)| 12a - 35| 12a-3b| _ —3p}=2 2, p?
tfel de dreapti este = CAvem 2= 2% -9 & [2a-3bj=2Va
astiel e Gremp Jat + ¥ Ja + b a* +b?

& 4a® — 12ab + 9b* = 4a” + 4b* < b(5h — 12a) = 0 = b =0 sau 2=Q.0b;inema(x—1)=0,unde

a#0,decix—1=0, respectiv x—1+—= (y 2)=0 < x- 1+—(y 2)=0 < 5x+12y-29=0.

. . 16+436-76 _ 1 _ .. 1_3
i =T 2 A= -+ =2,
6. Din teorema cosinusului cos 4 28 5 = sin 45
Subiectul ll
3 -1 2 .
1. Fie A=|2 m 3| matricea sistemului. Atunci det(4) = m — 16. Sistemul este compatibi
1 3 1

determinat < det(4d)# 0 <> m—1620< m#16 < me R \{16}.
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b) Dacim # 16, sistemul este compatibil determinat. Dacd m =16 atunci det A =0, deci rang 4 <2 .

3 -1 3
3 _
Cum A, = 2 16 =50#0, rezulti ci rang4=2. Deoarece A, =[2 16 0 =170=0, sistemy)
1 3 4
este incompatibil. Deci nu existd m € R pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.

3x-y+2z=3

. b . 3 . . 2 2x+ =
¢) O solutie cu componentele in progresie aritmeticd este solutie a sistemului X+my+3z=0

x+3y+z=4

x=2y+z=0
Rezolvam sistemul format din ecuatiile 1, 3 si 4; acesta are solutiile Obtinem prin sciderea ultimelor
doui ecuatii x = %, y= %, z=1. fnlocuind in ecuatia a doua obtinem m = —341 .

2. a) Fie c¢,r e R[X] astfel incat f=(X*>-1)c+r,cugrad r< 1. Atunci 1) = n(1) 5i f-1) = H-1).
Daci r=aX +b,atuncia+b=3"+15i-a+b=1+30=5=3"+15ia=0,decir=39+1.

b) Avem f(l) =aq t*t a t a +.+ axo $l _ﬂ—l) = a —a; + a —..& ay Rezlty ci
Ay +ay +.t Ay - JO+fED +2f(_1) =3"+1.

¢) Fiex € R. Avem flx) = (> —x + 1)"° + o +x+1)"° =flx). Cum polinomul AX) - A-X) are o
infinitate de solutii, rezults c& AX) = A-X), deci gy + a,.X + @ X° +..+ . X0 = a - a X+ a X -+
a,X*. Atunci Ayp =y, deci a,,,, =0, Vk=0,9. Rezulta ci a;=0.

Subiectul 1l
1. @) Cum xl_i’rgn S(x)=1, dreapta y = 1 este asimptoti orizontald spre +; deoarece hTr_n4 f(x)=ow si
)1‘113 S(x)=-o0, dreapta x = -4 este asimptota verticald. Cum f este continui pe R \ {4}, nu existd

alte asimptote verticale.

_4n_

45 n+3_ 4 o 4 Y _ . 4 N[
B fM)-f(2)-..- f()=2.2... = = =e*
) F)-£Q) ... f(n) - s hm(1+n+4) }E{[l+"+4) } e .

¢) Avem f(x)=1 gL , deci f'(x) = 1 7> 0. Rezultd ca f este strict crescitoare pe (—4, ).
x+4 (x+4)
x,+3 . o .
Cum x,,, = = x =1>0, rezultd ci x, >0, Vn e N", Aritim prin inductie ¢d (x,), estc
xﬂ

descrescitor: x, = f(1) =§< x, si dacd x, < x,), obtinem din monotonia lui £ ci f{x,) < fix,;), deci

Xm+1 < X, Cum (x,), este descrescitor §i 0 <x, <x; =1, Vx € N’ rezulta ci (x,), este convergent. Fie

I=limx, . Atunci I=%‘3I:”2+31_3=0 = 1=‘3_12@,cum1>o:> 1=_*/2—12-3,

H—0
1

1 1 1 3
2. q) A=ﬂf(x)|dx=ﬂx2—4x+3]dx= I(x2—4x+3)dx=(x?—2x2+3xJ =§+l=%.
0 (1] 0

0

2 3 3
b Je-2 s =] fer- 4/ = L [rmriee= 1 rw
1 H h

3
=0, deoarece f{3) = A1) =0
§

3 3
O L= [x=2 @) dx = (x~2) f1(x) |f ~(n+D f(x-2)S"()2x—4) dx =
1 1

=-2(n+ l)j'(x2 —4x+4) f"(x)dx = 2(n+ l)?(f(x)-!— 1) (x)dx= 2(n+1,,, - 2n+ DI, .
i i

_2ntD) si limi=—1.

I
i =-2(n+1){, ,deunde 2L =
Deci 2n+3),,, =-2(n+1)1, u 7 RT3 -y

Testul 19

Subiectul |

2

Z+z4l R o 4l R o z+l=f+é<:>z—2— =
z z z z zz

:(z—?)(l—l_)=0 & z-2)z|>-)=0 &|z=1e]z|=1.
zz

1. Avem

2. Imaginea functiei feste [—-“A, oo) =[4, ) . Deci B = [4, x).
a

3. Pentru x > 0 ecuatia se scrie x° +x%* —12 < x* + x* = 12. Functia f: (0, ©) > R , fix) = +
este strict crescitoare, deci injectivd, iar f2) = 12; rezulti ¢ x = 2 este unica solutie a ecuatiei.
4, Dezvoltarea are 9 termeni, deci cel din mijloc, este T, = Cjx* =70 x*. Cum Ty = 70, rezultd x* = 1,

decix=+l. 5, AC+EF =AB+BC+EF = AB+BC+CB = 4B, deci [4C + EF| =[4Bl=1.

6. Avem tgﬁ=L=—2r——=1.Rezultéca §=1 deci A=%.

2 p-a b+c-a 4’

Subiectul Il
13 1
1. a) Fied=|1 1 m
1 2 m+1

matricea sistemului. Sistemul are solutii nenule < det(4) = 0 <«

o-m-1=0m=-1.

1
b) Cum orice solutie cu proprietatea din enunt este nenul, rezultd cd m =—1. Cum A= ) ‘ =120,

rezulta ca rangul lui 4 este 2, deci sistemul este compatibil nedeterminat, cu necunoscuta secundara z.

xty=a

Pentru z=a € R sistemul devine: { <> x =20,y =-a. Decixy=2a,ys=-0 2=, de

x+2y=0

unde x + y? +z2 = 6a” . Obtinem o = 1, deci o = %1 si solutiile (2, -1, 1) 5i (-2, 1, -1).

2. a)Avemﬁ,:(xz—az)c+rcuc,reR[x]sigradrS1.Dacﬁa:O,cumﬁ,:ZX”,rezultécér=0
deoarece X* divide f;. Daci a # 0 i r = pX + g cu p, g € R, atunci fla) = pa + q, fi—a) = -pa + ¢, de
unde pa+q= a)?si —patq= (2a)12. Rezultip=0sig = 12'2. ¢'% decir= 212412, ]
b) Fiea € R o radicini reald a lui £,. Cum (o + @)% + (@ — @)'? = 0, rezultd ci o + a = a —a = 0, deci
a=a=0. Atuncif,=f, = 2X'? 51 0 este radacina multipld de ordinul 12. 3

¢) Fiez €eC, z=u + vi orddicind a lui f, cu v i v eR. Cum (z + a?=z-a I:
= |(z+a)12| = I(z—a)12| =5 |z+a112= |z—alu:> |z+a| = |z—a| = lu+atvil =
=lu-a+vil = @+al +vV=@-ap+v*= 4au=0= u=0, deci Re(z) = 0.

Subiectul Ill

1. @) Avem f'(x) = 1 — cosx 2 0 oricare ar fi x € R . Deoarece multimea {x € R | f'(x)=0} ={x e R
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| cosx = 1} ={2kn/k € Z } nu contine niciun interval nedegenerat, rezulta ci feste strict crescitoare,

i 1 s=43] . 3 = 3
b limf(smx) =1imf(smx) Sintx o (singY f(sinx) _ . S _ . y-—siny
)BT TG, e () sy lim Y 5 Cu teorema

1

, sy ) y—sinyz. l-cosy .. siny 1 T
lui L’Hospital avem il—%—y’ }T?)T = lmv =5’ deci limita ceruti este
¢) Avem x, = fixg) = 1) = 1 —sinl < 1 = xo. Presupunem ci x, < x,,. Cum [ este strict crescitoare
rezultd ci flx,) < fxn1), deci x4y < X,, adica sirul (x,).»o este strict descrescitor. Cumx; =159 in,
ipoteza ci x, > 0 c?ngnem fixn) > f0), deci x,.y > 0. Rezultd ci sirul (x,,),59 este mérginit inferior, d,eci
marginit. Fie /= ’l'l_Ich” eR.Cumx, € (0,1)=! € [0, 1] 5i/=1-sin/, deci sin/ = 0. Rezulti I = 6

2. g) Fie F o primitivi a lui £ Atunci F'(x) = f"(x) = J <0 pentru orice x e R

1 (i
Tyt

deci F este concava.
. e l . 1 1 I
b) Cu schimbarea de variabili ——=¢ obtinem arct 1 2
-+ I 6"(x+1)2 B Jamg’d’:

2

t 7 1 1
d]_—____ TS
4 arctg2

1
2

In

w|oo

1
" +1 2 2

1 1 1

=It’arctgt dt=tarctgt|]l—_|‘2 ln(t2+1)( =£-larctgl—
i 2 9 % 4 2
2

¢) Fie x > 0. Cum feste continus, din teorema de medie rezulti ci existd ¢ € (x, x + 2) astfel incat

x+2
x+2

[ @ dr=fle)x+2-x)=2f(c,). Cum lime, =0, lim f(x) =0, rezultz ca lim [ £(t)dr=0.

Testul 20

Subiectul |
1. Fie (a,),»1 progresia aritmetici cu a, =1 giratia r = 4. Daci x = a,, atunci a, = a, + (n—-Dr=4n-3.

Atunci 496=S,=n. 2% _ , 1+4n=3
2 2

s 31 . .
§tn= DX Cum n € N, rezultd n = 16, deci x = 61. 2. Fiex;, x; € (0, ) cu flx;) = f{x;). Rezulta ca

=n(2n—1) . Obfinem 2n* —n - 496 = 0 cu solutiile n; = 16

8(fx1)) = g(flxy)), deci x{ =x;, deunde x, =x,. 3. Functia f:(0,®0) - R, f(x)=vVx+1+log, x, este

strict crescatoare, deci injectivi. Cum £(8) = /9 + log,8 =6 rezulta ci x = 8 este unica solutie a ecuatiei.

Tk k 7-k k 7
(1Y (1 1 1 1 . .
=G (2) (5) 2(5) (-5) =(§) =T, cu egalitate <> Cf=1 i
1

1 Tk -k .
(5) =(§) < k = 7. Deci cel mai mic termen este Ts. 5. Avem AB=+9+16=5 si

4. Avem T

k+1

>

AC=416+9 =5, deci triunghiul este isoscel de bazi [BC]. Notand M (—l é) mijlocul laturii BC,
2°2

cum bisectoarea din 4 este si mediani, rezulta ci lungimea bisectoarei este AM = |L+1 < —\/l—_
4 4 2

= —C ) '—COS6 s CO =3
6 (: , : 7 ‘ 74 594 —C0586 . rezulti cd suma este Cg 1

Subiectul I

B

a’ -b? 1 a’ +b? —-b? 1 1 —b? 1
@ det(d)=| a®+1 -b*+1 2|=|a®+b* -b*+1 2|=(a"+b)|1 -b*+1 2|=
a+2 —b*+2 4| |dP+b b +2 4 1 -b*+2 4
1 -b 1
=@+b)|0 1 1|=d*+b.
0o 2 3
b) Dacd a # 0 sau b # 0 = det(4) # 0 = sistemul este compatibil determinat. Daci a = b = 0 sistemul
z=1
z=1 .
deving X+y+2z=2 < {x+y = cu solutia (o,—a,1), ac R . Agsadar, sistemul este compatibil

x+y+2z=2

nedeterminat pentrua=b =0.

¢) Fie xo, yo, 2 0 solutie a sistemului. Scizénd prima ecuatie din a doua obtinem: x, + Yo+ 2o =1, deci
: 2

XotYotzp# 2012.

2.a) I—L I—L ]_L l—i = (x, = D(x, —D0x; —1)(x, - 1)
X X, X3 X4 XXy X3Xy

= f(1)=-2, deoarece f = (X —x)(X —x, (X —x,)(X —x,) si xx,x,x,=1.

b) Fie i=1,5. Deoarece x}=4x,—1, rezultd c& x] =4x} —x,. Adunand cele 5 relafii obtinem

=(=x)(1-x)1-x)1-x,) =

X 42X +x, +x, =407 +x] + x5 +x;)— (%, + X, + x, + x,) . Din relafiile Iui Viéte, x, +x; +x3 + x4 = 0

$i )+l +xl+xl= (g +x+x+x) —200%, + XX, +...+x,x,) =0, deunde x} +x; +x; +x; =0.
¢) Deoarece f{-1) = 6 > 0; f1) = -2 < 0; A2) =25 > 0 si functia polinomiald a lui f este continug,
rezultd ci f are doud ridicini reale x; € (-1, 1) §i x, € (1, 2). Dac3 toate radicinile lui far fi reale, ar
rezulta cd 0=x] +x} +x +x; >0, fals 5i cum numarul radacinilor nereale ale lui feste par, rezultd ci

fare exact doud riadacini reale.

Subiectul lll

1. @) Deoarece f este derivabild pe R si f{—a) =fa), a > 0 rezulta ca se poate aplica teorema lui Rolle
pe orice interval de forma [—a, a] cua > 0.

b) Cum f este pard, va fi suficient s3 determinim imaginea lui f pe [0, ©). Cum f'(x) = 20%° +
+20x 2 0sif'(x) =0 < x = 0, rezultd ca f este strict crescatoare pe [0, «). Cum f e continud gi
li_rgf(x) =00, fl0) = 1 rezultd ci ([0, «0)) = [1, =), deci Imf = [1, ).

o)’ : : 1 +n’ -1
¢) Avem f(x)=ﬂ—2—(—x—ﬂ—,deunde Zf(k)=%2((k+l)5—(k—l)5)= (n+ )2 -1
k=1 k=1
Zf(k) Zf(k)—ns S s " _(me)rt-l s
- —1 lim ~——F——
Atunci lim| 4= =lim| 1+ %2 =lim[l+—'—(n+1) sn J =em W =e?.
30 n n—o n no® 2n

]costdt = sint|: =0.

2. a) Cu schimbarea de variabild Inx = # avem J.l cos(Ilnx)dx =
¥ 0

b) Deoarece Inxe[0, I]CI:O, %) pentru x € [1, €], rezulta ci fix) >0 pentru x € [1, e]. Atunci

A= ]]f(x)l dx = ]f(x) dx= ]x'-cos(lnx) dx = xcos(ln x) |l' + ]'xsin(lnx)-idx =
1 1 1 1
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=ecosl -1 i = T, L«
+ :fsm(lnx)dx ecosl—1+ Ix sin(Inx) dx = ecosl—1+xsin(lnx) [I - IXCOS(IHX)'ldX=
i 7 x

=ecosl — 1+ esinl ~ 4. Objinem A4 =le(0051+sinl)—l
2 2

¢) Cum ln-x € [1, 2] pentru x € [e, %], rezults ci fx) € [cos2, cosl] pentru x € [e, €’]. Deoarec
cos2<0 §i cosl<|cos2|,avem | f(x)|<|cos2|, Vxe[ee] . Atunci: e

& & 2

[rr ) dx{< fl7"(ol dr < fleos2l” dv=(e? - e)lcos 2" #2250 , deci lim Trwa=o
Testul 21
Subiectul |

1.E suficient ca logy3 > 1. intr-adevir, 1 =log,2 <log3. 2.41)=3-1=2,AR1)=A2)=6-1=5

3;Not5m2 =t, ¢ > 0. Ecuatia se scrie £ + ¢ — 72 = 0, cu solutiile #;, = 8 §i t, = 9. Cum ¢ > 0 nin
2" =8, de unde x=3. ’ . » SRR
4.Avem A’ =n(n—1)=11-10.Rezultin=11.

5.Panta dreptei x + y — 1 = 0 este -1, deci panta i i i
et ettt E p perpendicularei este 1. Atunciy -y, =1l(x—x,) & y=

6. Triunghiul e dreptunghi ia § =34 _6 i semiperi
g ptunghic, cu aria S = 2 —6$lsem1per1metrulp=%=6,decir= =1.

s [

Subiectul Il
1.a) o* =[l : 3) i
31 2

123
o g m ____m(mody) 3
1 2 3] sideci " =0 ), adici M= {e, o, o }. Noti: o, o, e sunt distincte.

¢) Observim ci 1(2) =2, deci 7'(2) = 2, Vne N*. Atunci 6"(2)=2. Cumo(2) =3 #2,6°(2) = 1= 25i

e(2) =2, deducem ci m este multipl fanoi ¢ = 2 s m
Asadar 6 divide mn. ultiplu de 3 si apoi 6™ = e. Cum 1° = ¢, din 1" = ¢, deducem ci n este par.

2.9) A(n)- A(m)= (

b) Avem o*’:e:[

l+n+m -m-n

J=A(n+m).

B C § .
) Conform punctului anterior, cum n + m € Z rezulti cd M e parte stabild a mulfimii M,(Z) fati de

:;I::l;ue.ZOpera;ia e asociativi, are elementul neutru I, = 4(0) € M, iar inversul elementului 4(n)
5 Av'; € f(, este A(—n), deoarece — € Z si A(n) - A(—n) = A(-n) A(n) = A(0) n),
m fin + m) = . . . R o

et =m). fn) - fm), conform a). Functia este inversabild, deoarece A(n) = A(m) daci si

m+n l-n-m

Subiectul Il

l.a) f'(x)z‘/ZL_
x“+1

b ' .
) Avem f'(0) = —1. Ecuatia tangentei este y — f0) = f'(0)x — 0) <>y~ 1 =-1(x - 0) &> x+y—1=0

-1.

X—p0

© lim f(x)= lim——0=>— = i i
Jm )= lim \/x_2+_1+x =0, deci y = 0 este asimptota orizontald citre +oo. Pe de altd parte,

T

lim

x>0 X x>

S _ tim (— "fo L 1] =2 si lm(fE-C2x)= lim W2 +1+x)=

lim f(x)=o,
} admad

> =0, deci y =-2x este asimptota oblic3 spre —o. Functia f e continu, deci nu admite
x“+1-x

asimptote verticale.

2.09) I,= I:xsinx dx= —Ex(cosx)' dx = —xcosx |:, +

= lim

 Sadnad
. 1 8
£x'cosxdx = —cos 1 +sinx |0 =sinl—cosl.

p) Avem I1,-1,= Lx"(x—l) sinx dx . Cum x"(x — 1) £ 0 si sinx 2 0 pentru x € [0, 11, functia de sub

integrald este negativi, deci [ — ,<0,n2>1.
n+l )

x
n+l

L deunde limI,=0.

, n+l o

¢) Deoarece 0 < sinx < 1, avem 0 < x" sinx < x", deci 0</, <

Testul 22

subiectul |
4+ 9= -10+8 16-_10
2 2 )

1.a =-10,ap=a; +9r=-10+ 18=8,deci g +a, +...+ g, =

2. x, ———1—=—-l—, y,,=f(——l-)-—2——l—3=—35—. 3. —1=10g2(x+1)<3x+1=12:>x=—%.

VT 2.2 4 4) 16 4 8
4.Sunt 4] =4-3-2=24 submultimi. 5.De exemplu (1, 2).
6.Avem sin’a + costa=1=> cosza=1——9—=-1—6- .Cum a e(O, E—) , avem cosa > 0, deci cosa =2 .
25 25 2 5

Subiectul 11
1

1

1.a)Dinprimaecua;ieavem——2+1+m=0:>m=1.b) 1 2 =24+m-1+2m-1-1=3m-1.
-1 1

11

m
1
1
b

¢) Rangul matricei sistemului este 2, avind ca minor principal \ Minorul caracteristic este

1 10

1 2 1|=2#0,deci sistemul este incompatibil.

-1 1 4

2-a)x°x=x2+2x,deciecuatiaestexz+2x—8=0:>x=2,x=-—4.
b)Avem(x°y)°z=(x°y)z+x°y+z=(xy+x+y)z+xy+x+y+z=xyz+xz+yz+xy+x+y+z
sixo(y°z)=x(y°z)+x+y°z=xyz+yz+xz+xy+x+y+z, Vx,y,zelR,deciopera;iaeasociatwﬁ-

c Scn'emx°y=(x+1)(y+1)—1.Pentrux,y>—l avem x + 1 >0,y +1 >0, deci
(x+1)(y+1)>Osix°y>—l,q.e.d.

Subiectul il
1. a) Aritim prin inductie ¢ a,,,

a,, —a,= ,’12+a,, —,’12-4»0,,_I =

b) Evident g, <4 . Prin inductie, din a, £4 deducem a,,,

-a,>0. Avem az=\/l_§>1=al. Cum a,-a >0, din

an _an—l
12+a, +4/12+a,,

rezult3 cerinfa.

<12+4=4,ceeace trebuie aratat.
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©) Sirul este convergent conform teoremei lui Weierstrass. Notaim /= lima si observim ci / >0 subiectul m

deoarece a, > 0. Trecand la limita in relatia de recurenta obtinem /=VI2+7 = /> — ] — 12=0=3/5y
(cazul /=-3 nu convine).

2.a) £e’f(x)dx= _Exdx:—x2—2

1
>

zap X\ . ~X [ 4 £ l -X ] 1 2 —2
b do= [x-(e™)dr=—xe" |+ [ xede=-1_¢ (——+1)= _2_e
) Exe J: ( 0 _E . . -
f (t)dt
¢) Aplicand teorema lui ’Hospital, obtinem hm f ,_,0 fz(;) x—>0 2 =%

Testul 23

Subiectul |
1T Avem 1-2+¥4+2-Y4+B = 1+B=1+2=3.
2. f-10) + A-9) +..+ f9) + f10) = —28 — 25 +...+ +29 + 32. Suma are 21 de termeni in progresie

aritmetici (de rafie 3), deci este egala cu 282+ 32, 21=2-21=42,

3. Avem 2’0" =229 35 4322 2y 5y = -1, deci x =-1/5.

\/3 2z

arcsmT=—3— six,=7- x=F.
5.| v|=V1+64 =65 ; [ %)= V16 +49 =65, de unde rezultd cerinta.

6.BC*=32+72-2.3-7.cos120° = 9+49+2-21%=79,deci perimetrul este 10+ /79 .

4. Avem solutiile x, =

Subiectul Il

1. a) det4 = 0,

2
R l =30, deci rang4 = 2; rangB = 1, deoarece toti minorii de ordin 2 sunt nuli

$1 B # O,. Cerinta rezulti.

x—2 x+1 x+1 x=2 x+1 x+1 x=2 x+1 x+1
b) det(A+xB)=| x+1 x-2 x+1|=]|x+1 x=2 x+1[{=3x|x+1 x~2 x+1|=
x+1l x+1 x-2 3x 3x  3x 1 | 1
=3 0 x+1
=3x| 0 -3 x+1 =27x; (am adunat liniile la ultima linie; am dat factor comun si am scizut
0 o 1
ultima coloani din precedentele doud). Obfinem x = 0.
¢) Avem 4B = O; = BA, deci matricele comutdi. Cu binomul luj Newton, (4+B)" =

A"+ C,A™'B+ ..+ C AB™ + B" = 4" + B, termenii intermediari fiind nuli.

2.0) f=X(X*-1)-1, deci restul impartirii lui fla X? -1 este polinomul r = —1

b) Daca x, este radicina a polinomului S k=123 ,atunci x}-x,-1=0<>x} =x, +1 , de unde
Fezultd c3 x; + x? +x; =X+, +x,+3=3

o SO+ x) = f(x) == 40,1 =~(8 =5, 1) =2 = - f(x,)~2 = 2.

I

1 .
, x«__1 i "(x) = e* , Vx>-1,de te a.
1.9 f[(X)=e —x+1,pentruonce xeR. B f"x)=e +(x+l)2 x ci feste convex
) Functia /" este strict crescatoare, deoarece f">0.Cum f'(0)=0, rezulti tabelul de variatie:
f x -1 0 )
e F-———-—-—--———- 0 ++++++++++
J@ [0 ——— 0 ——F 4

Deoarece 0) = 0, rezultd fix) > 0, Vx> -1.
2 2 2 _ _ - ;
2.0 [ f&dx=InGr+D [} - Inx |} =13 ~In2 - In2 +Inl =103 - Iné = In>..

‘ | VI & z_nm 1 z 1
P = 2o - ==-=4+—F=-1= "4 — 1.
b) [rf(X)dx-[[xz.fl If arCtgxIl +x 1 3 4 \/5 2 \/3
lnxi, = a+1) —lnliz-—lna+lnl= Ina - Ing ~ Ina = -lna. Rezulta
a a

lna= 1,decia=e.

Testul 24

Subiectul |

w242 (12 (o de [——‘—]=-2.2. X =-B=-2=2 mm=d.
*2-2 2-4 2 2-2 2

3. x=-Z4+2nr,keZ. 4. Sunt7 termeni, cel din mijloc este T, = C; P2)

3-6:3:4 5 49,
123

2
in? in? 036 9
2 _sin“a__sina _036_9
5. V-V, = —l+2_] I v._,|—x}l+ \/_ 6. tga_—cosza 1-sina 0,64 16
Subiectul Il
0 01
1.a) £2={0 0 0f,rangs’=1.
000

B) Avem (I, —~A) L+ A+ A) =L+ A+ 22— A- A - A =1~ —13, deoareceA =0;.
¢) Inversa matricei I; + A este I; — A + A%, deoarece (I3 + A)(I; - A+ 4 y=L+A =1

—lil\/_'
2

B =X +X+1=+X+ D -X+1)=fi( - X+1). Catul este X* — X + 1.

o) £, divide f, < £,(x)=0 ,deoarece f, € R[X] si x,=%.Cum x; =1,avem:
dacin=3k+1LkeN

daci n=3k+1, k eN. Cerinta este demonstrati.

2.0)/i=X+X+1.AvemA=-35i x, =

X +x+1=0,
L) =xF+x7 +1={x +x} +1=0,

1+1+1#0, dacd 3divide n
Subiectul llI 1
1 1 Lagl 1 L) - ! +...+ ——. Ultima suma are
1.a az...—az.=(l+-2-+...+2—"+...+ 2"*‘) (1+2+...+2" 11 2o

B MATEMATICA — M1

339
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2" termeni, fiecare mai at L i
s ai mare decat F , deci a,. —4a, >2"-

b) a, =(02~ —arx)+(ar. —azn.z)+---+(a22 —az.)+az 2 %+—é—+...+l+l+%= 1+§, Vn21.

¢) Avem n=2"%"2208"" deci g > Aoy 21+ [log, ] >1+ log,n—1_1+log,n
2 2 - 2 » vn 2 4,

deoarece sirul (a ) ,, este strict crescitor. Cum li = ;
§ o Dni limlog, =0, rezultd c& lima, = oo .

2, a) Deexemplu F: R - R, F(x) = arctgx.

1/ 2y 2 ! L2 1
1exde 1 1
b) I(—x)arctgxdx=-x—arCtgx — g —=_.£__I(l— L )dx:Z"——l 1 =22
12 2 ) 2! Tz &=y g ryuced =222,

1+x* 2 4 2

3 o 3 l_ 3y - 1 2 1 _
o [Prooa=xrm] - [ s dr= 5—3£ljx2dx=%-3(1-arctgx)|o=3ijw

Testul 25
Subiectul |
g 7 .
1. Avem210g =7, deci 1007 = (10 ) =49 eN.2. Punctul de maxim este abscisa varfulyj
X, =——= ] .3. = 3 S 3 3 =
G van . =fexr+li=y+iox —y3—0c>(x—y)(x2+xy+y2)=0<:>x=ysau

°+ = =
’ xy+)y’=0. Cur'nxz ty+y=0o X+ +2x+y) =0 x=y=0, rezulti cerinta. Alternativ,
S 7(x) =3x* 20, deci fstrict crescitoare. 4, CL-10=45-10=35.

-3 &
5. BC: y—=u<:> < 2x + 3y - 13 =0. Distanta este —*'3'1+2']_13I= 8

-2 1= i Nl
XAB 11) i ez =
6. 2R=-22__10 =3
sinC \/5 = R \/5
Subiectul I
L.ajdetd=1.  b) B+ O,;siliniile lui B sunt proportionale = rangB = 1.
1 -1 1
JAvem 47 =0 1 -] ,deciX=BA"=(l el
B § -1 2 -3)°

2.a) Z)\Z523 =—(—l)= 1.

b)Cul.‘n 12|z | | 25 |=1 si (21,121,121 21, rezulta lzl=lz]|=]z|=1.

:':uPolllnomul are coeﬁcienti.refili $i grad impar, deci are cel putin o ridicini reald, de modul 1, adica 1
—-1. Cum £0)=-1 < 0 si P_glf(x)=oo reuldfll)=0>1+a+b-1=0ca+b=0. ’

Subiectul |11

x
c D . . ’
) Deoarece f ' < 0, functia este strict descrescitoare, deci injectivd. Cum lim f(x)=-o si
X0

Y .
l.a f(x)-——z—;. b) llrr‘}f(x)=lin3(l—]nx)=oo+oo=oo.
X X x

hm - . . . . . .
m JS(x) =0, din continuitatea lui Jrezultd ca imaginea functiei este R , deci functia f este surjectiva.

Ca urmare, exista un unic ¢ €(0,0) astfel incat f(c)=0<>c-Inc=1 .

B = dx =~ 4-x°

1
=—\/§+2.
4-x 0

’

P inX) -arcsinX dx = Larcsin? £
b) Ef(x)-arcs:nidx—_[:(a:cs1n ) arcsmzdx—zarcsm 2

2.9 j:

'=L(£)2=ﬂ_z
2 b 216 72°

¢) Cu schimbarea de variabila 1 = -, dr = —dv,avem [ f(®)dx=—[ f(-)dr= [ f(*)ar.

Testul 26

Subiectul |
4. Fiez=a+bi,a be R . Avema+bi+2(a-bi)=9i<3a=05i-b=9<a=0,b=-9, deciz=-9i.

2. P-3x+2=x+1x-4x+1=0.CumA=16-4=12> 0, rezulta cerinta.
3. 3+2¥2=(1+2)*, deci x =2. 4. Sunt 2° = 32 submultimi ale lui Msi C} =10 cu 3 elemente.

s 10 _ 5 _ Xt Xpt X YatYst)
Probabilitatea este —=—. X,=—24—2 "t = x.=4; =247 787 )Vc =
3216 G 3 fe Y T c=bes
tga+tgm/3 S+\3 1+2J3
6. tg(a+£-)= gartiexlo_ 2 =1tIVS 8453,
3/ l-tgatgz/3 1__«@ 2-\3
2
Subiectul 1l
1. @) det(4+1) 2 2 -4 b 4 . A -4 bo I
. & C! — = . = N —_ B = .
120 11 0 1)
b +c¢ b+d +b
o Fie B=|? °|;avem 4B=[""¢ si B4=|?7° | decib=csia=b+d. Atunci
c d a b c+d ¢

b+d b
( ) si detB = d® + bd — b*. Daci detB = 0, aritim ci b = d = 0, adica B = O,. Presupunem

___bi‘/g'b=1i‘/§-b.Cum
2

cAd-db~-b=0.Ca ecuatie in d, discriminantul este A = 5b%, deci d = 2

b,deQ,deducemb=d=0. in concluzie rangB # 1.

2. a)Fiete Msix e R. Avem fix — 1) = f{(x — 1) + ) = fix), deci -t € M.

') Fie t), 1, € Msix e R. Dinfix) =fx + )) =fix + {1 — ) rezultd £, — 1, € M, deci M< (R ).
¢) De exemplu, functia parte fractionara.

Subiectul Il

. f(x) . arctgx _xl/4_ & ) =1 v, eRr
. = = ==, b = t + 3 € .
1.9 Ll—rzllf—l Ll—r}}x2+x+l 3 12 ) S'(x) = arctg x x*+1 ¥

0 lim f()=c, imZ® = tim*Larctg x = Z si lim{ f(x)-Zx |= limx|arctgx-2 |-
X—® oo X 2 X 2 x—o® 2 2

X—w x
T
arctg x —— 3 2 z
Deoarece lim 2 - imItX = Cfim—X =1, rezults ¢ lim (f("‘)—ﬁx) :—1'5 ’
X 1 X o] 4 xz X 2!
x x°

deci dreapta de ecuatie y = %x -1 —% este asimptota oblicd a graficului citre +oo.
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S dr= dr=1-4-Larcg £| = 1-2arctg L.
o e e

- 42y LR

L =—In=.
b fx £ xt+2 4 "2
k

) a,,=-l-z g’ =o(f,A,,&) , adicd suma Riemann asociati functiei f:[0,1] > R, f(x) = \

nk=|(_1(_) +4 x+q°

n
diviziunii A, (0< 1. ft <. <—=1) si sistemului de puncte intermediare & —k, k=ln. Asadar
n

lima, = _E f(x) dx , deci sirul e convergent.

Testul 27

Subiectul |

a 2 2 2 _
Lay=2,a=16,= ¢ ==8 q=2 2 24124 _(p+4) -2p9_36-6
a, 9 p pq Pq 3

3. x+%=12r—+2kﬂ,keZ = x=%+2k7r,keZ.

=10.

4. Sunt 2% = 64 de submultimi. Nu convin cele

formate doar cu numere pare, §i anume submultimile multimii {2, 4, 6}. Acestea sunt 2% = 8, deci

rimén 64 — 8 = 56 de submultimi. 5, AB- AC =4-4. cos BAC = 16-c0s60°=16- ; =8.

+ 2 2
6. Avem sinfg=—S00a _ t®a _ 1/9 _ 1

sina+cos’a l+tgla 1+1/9 10°

Subiectul Il
1. @) 4 # O; si liniile lui 4 sunt proportionale => rang4 = 1.
b) Avem A = 144. Prin inductie, A™' = A" - 4 = (147" 4)4 = 14" 47 = 14™" . 144 = 144",

¢) Deoarece (1,—A)(13—%A)=13—A—%A+ ]?’A2 =1~ A—%A+%§A=I3 , concluzia rezulta.

2.0) f(N2)=2V2+2+aV2+b=(b+2)+(a+2N2=0.Dar a,beZ i V2 ¢Q,deci a=b=-2.
B)f1)=0=2+a+b=0,f =3 +2x+a,decif'(1)=0=> 5 +a=0. Obtinem a=—5si b=3.

¢) Daci r este radicina tripl3, din x, +x, +x, =1 rezultd » =-% . Atunci b= —x.x,x, =?17-eZ,
contradictiecu beZ .

Subiectul 11l

1.0 f'(x)=21nx-—l——--)1;+l 2l l+1 deci £(1) = 0.

2
Z.x-(2nx-1)
b) Avem f"(x)=X% 5 =3 21nx sif"()=0x=e"
x
¢) Avem lim f'(x)=1+ lim2nx=l_y, limz =1. Studiem tabloul de variatie al functiei f':
X® xX—x X X0 X
x 0 1 & +00 §i respectiv, tabloul x 0 1 +00

v+ttt 4440 ———— __ de variatie al functiei f 7

@[~ 20/ ma) N1

f@ ] N0 /1

Asadar, x = 1 este singurul punct de extrem (minim) al functiei f.

2
-1 1) ) 1 2=l ; iabile =
- Int+=|| =In2+ 1=In2 , cu schimbare de variabile ¢ =
e 1‘_£( & (e (" > L 2 2
x+1,dl=dx.
2x+1
b) 1n+2+21n+l+1 £ (x B )dx I: dx_

(x+1)

c)AvemI,,ZO,deoarece( T >0,Vxe[0,1]sin>1. Atunci 0< 7, <——I de unde lim/, =0.
x+

n <+ n—>®T

Testul 28
Subiectul |
V3 .
1.z=(l+') =1_22’_1=i,deci Rez=0. 2.x;+x;=5,xx3=2,decix +x—xx;=3.
1-4
3.fx) = f(y)<:>x2+x y+y<:>(x| ~y)(x +y+1)=0¢ x=y, deoarece x + y + 1 > 0 pentru orice
0.1] & c0=_100 . ocn_p. 0 __100 99 __ 0O ceca cetrebuia aritat
%y €01 % Coo =507500° “7® T 291501 50 491-501 501-50!

5.|D/+ 4Bl =|DBl=DB=2. 6.Avem x=5?”,deci tg2x=tg5?”=tg(2z—§)=—tg§=—\/§,
Subiectul Il
1 a & 1 a a 1 a &
La)A=|1 b b*|=|0 b-a b -d|=(b-a)c-a)|0 1 b+al= (b-a)c—a)c-b).
1 ¢ & 0 c-a -4 01 c+a

b) Deoarece g, b, ¢ sunt distincte, rezultd ci numerele b —a, ¢ — a §i ¢ — b sunt nenule si deci A # 0.
Cerinta rezulta din teorema lui Cramer.
¢) Polinomul f()=x+ty+ £z are radacinile distincte g, b, c. Din relatiile lui Viéte rezultiz=a

+b+c,y=—ab-bc-ca,x= abc.

2. g) Avem solutiile x= 3six=9.
b) Daca x* =1, atunci xeU(Z,;) = 4,5, 7,9} . Toate cele 4 numere verifica ecuatia.

-

II
—

¢) Daca x' =1,atunc1er(Z,2),dec1x =1. Atunci x' —l,decxx sl x=le

Subiectul 11l ' . o este
1. @) Functia f e continul, deci nu are asimptote verticale, xl_|.rnM f(x)=0, deci dreapta y =

asimptotd orizomala a graficului spre .

b) f'(x)=m (1 2)2 ,deci f(0)=m.Rezultim= 1.
¢) Avem f(x)=0 &x=%1 Pentru m > 0, alcituim tabloul de variatie al functiei f/:
m)
N =L ! *x Din tabel, deducem ca | f(x)| < I—z— , Vx eR,
f----- 0 +++ 0 ——— ——
m m deci valorile cautate sunt m € [-2, 2].
S0 N ) 7 Ky N 0
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£

1 3 .
2.9) F(1)= If(;)d, =(%+e’) %
o L]

x
3

2
b) Avem F(x) =(%+e’) =e +x?_1 . F'=f>0, deci F este strict crescitoare; lim F(x)=w
X 3

0
lim F(x) =~ , deci F(R)=R. Functia F este injectiva si surjectivi, deci este inversabila.
X-$—a0

©) Cu schimbarea de variabili 1 = F~'(x) avem x = F(s), dc = fl1) di, F™'(0)=0gi F~ (e 6 3) =1, deci
3 bl

1f,_2
e-= F~ €3

2
fF—l(x)dx= [ trma= _Etf(t)dt=£13dt+£te'dt=%+1e’l;_£e'd,=%+e_el

0 o

=3
o 4

Testul 29

Subiectul |
1.3/64=4,1g100=25i V17 >16 =4, deci 1g100< Y64 < V17 .

2.A=3"-4-4<0,deci4’ +3x+1>0,Vx cR. 3-x+1=tg% Sx+l=1x=0.

a. cj:@,deci 214270 =n' ~n ¢ n(n~3)=18-15, de unde n=18 .
5.4-v=1-2-3-1=-1 <0, deci unghiul vectorilor este obtuz.
2 2 2

6.m;=AB+ACT_BC'_ 25+49 36 35 g_1g geci m, =27 .

2 4 2 4
Subiectul Il
1.a) detA(x) = cos’x + sinZx = 1.

€osxcos y —sinxsin y ~sinycosx —sinxcosy 0 cos(x +y) —sin(x+y) 0
b) A(x)A(y) = sin ycosx +sin xcos y cosxcosy—sinxsiny 0 |=| sin(x+ ) cos(x+y) 0|=A(x+y).

0 0 1 0 0 1

¢) Cum A(x) - A(~x) =A(x~x) = A(0) = I, atunci (4(x))" = AC=x),x € R, deci (A(%))— _ A(—f)-

2.q) Ecuatia se scriex(2x2+x—13)=0. Rezulti x, =Osi2x2+x—13=0; xm=—li\1105 )
2
b m12+x22+.1c32=(xl +x2+x3)2_2(x]x2+xlx3+x2x3)= (_%) —2.=13_

2

32
¢ Cum xlxzx3=—%, rezulti x3=—%, de’ whide ,mT m*  13m

+'4—+T+m=0, adici -m® + m

+30m = 0. Obtinem m, = 0 sau m? — m — 30 =0, de unde m, = -5 si my = 6. Cazul m = 0 nu convine,
conform lui a). Daci m = -5, avem x, =—§ si2 4+ - 13- 5= (2 - 52 + %

+ 1), ridicinile polinomului x* + 3x + 1 satisfac x;x, = 1. Daci m = 6, avem x3 = -3 §i 2x° + x? -
" Bx-5=(x+3)2%-5c+2), cu aceeasi remarc. .

Subiectul It

R S0 = _x(x1+ I

<0, Vx>0, deci feste strict descrescitoare pe (0, ),

e

' b) Dreapta y =0 este asimptotd orizontald, deoarece lim f(x)=0, iar dreapta x =0 este asimptota

verticald, intrucat liin J(x) =+ . Fiind continui pe (0,:0), fnu admite alte asimptote verticale.
x+0

0 f(l)+f(2)+...+f(n)=ln(%—-%-§-...-nL_l-ﬁ7+l)=ln(n+l)=>'l'i_[?°(f(l)+f(2)+...+f(n))=oo.

2.0) [Inxdx=xnx[ - [ x(lnx) dr=e- [ dr=e-(e-D=1.

p [ er@a=ef@|-[ @ f@a=e-[/@as [ @@ ) d=c.
1

i =tim®f _fjm—t_ =

) ff(x)dx.:xmxl:—fdx=—tlnt—(1—t)=—l+t—tlnt.Cum!gl(}tlnt—!l_l;lg 1 —!l_l;:("l_l 0,

. >0 00 t [24 t2
rezultd liw(—l+t—tlnt)=—l.

13
Testul 30
Subiectul | .
1.|z |=J9+16 =5. 2.Rezolvim ecuatia fx) =0 => x> -3x+2=0=>x, = | $i x; = 2. Punctele de

) _log,2x _1 X . =)

intersectie sunt A(1, 0) si B(2, 0). 3.Avem log,2x = @ =5 log, 2x , deci ecuatia se scrie:

3_7-6-5 )
iy =2 tini =10 35,

2 logsx = logs2x <> logex® = logs2x <> x* = 2x, deci x = 2, tinind cont ci x > 0. 4 q, 2.3 3
A2 =6-5=30=>C) - A =5. 5.Panta dreptei d, este m, = 1/2. Panta dreptei d, este m, = —a. Din m,

. . 2 _ : =
=m, obfinem a = -1 6. Din sinx + cosx = 1 rezulta sin’ + 2 sinx cosx + cos?x = 1 = sin 2x = 0.
- 2

Subiectul Il -
1.a) detd = 3(1 —a). b) Pentrua# 1,rangd =3. Dacaa=1, l_l 0

1 1 -3 -2 2
Al=——A'==3 1 -1f.
o det A 35 1
2.0 f=X'X*+D-X+1=g -(X*+1)- X +1. Restul impartirii lui fla g este —X +1.
b) L+i.+_l_+L=x1x2x3+x|x2x4+xlx3x4+x2x3x4 =%=1'
oo XX XX, XX, .
¢) Pentru orice z€R , avem a’-a +1>0 , deci f(@)=a*+(a’—a+1)>0. Ca urmare, fn

nicio ridicini reala.

# 0 implic3 rangd = 2. Decia=1.

Subiectul I
ta) imI% —im1 X 1= £(1), de unde rezults cerinta.
‘ =l x—] 1 ]
3 1
ici i ivabiliin x=1 .
im LD =S _ g Inx-x+1_ lim—% = -1 De aici rezults si ci feste derivabi
O =lim Gl an2-1 2

W
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e
(-]

’ —-1-
¢) Avem [f'(x)=% xInx »Vx 1, x>0, f’(l)=-%- Consideram functia g:(0,00) — R

(x-1?
definitd prin g(x)=x-1-xlnx. Avem g'(x)=-Inx si, din tabloul x |o 1 o
de variafie alaturat, deducem cd g(x) <0 pentru orice xe (0,) U(lL,ow) S'@®)|[+++++0 —— __
si, in consecint3, f'(x) <0, Vx > 0. &1 7 o~ =

1,
+X +a=l+l+a;hEM¢> a=-1
2, 3 2 3’

. ] 1
¢) Fie f € M. Atunci E f (x)dx=5= I: xdxr I: (f(x)-x)dx=0. Conform teoremei de medie

existi ¢ e [0, 1] astfel incat flc) ~ ¢ = 0, ceea ce trebuia aritat.

i

1 : e
=—9dec Mb h =
<L g ert b fhyee-E

2.9 E xdx=£22—

0

Testul 31
Subiectul |

10 2 12
3

12 1
1. Avem a=(2)* =23, b=43=2> §i ab=27 =2*. Cam =& =2, avem ab =c*. 2.Cumy

este strict crescitoare, Im f =[ 7 (1), £(2)]=[3,5]. 3. (%)x =(%)"H e il "IN
2

4. Fie n numdrul elementelor lui M. Avem 2™ submulfimi de cardinal impar, deci 2" =32 > n =,

5. 4B+4C=24D, D fiind mijlocul laturii BC. Cum AD = AB-sin60° =3 A3 rezulta
2. 2

IZE+A_C"|=3. 6. sin(x + m) = —sinx = sinx sin(x + 1) = —sin’x <0, Vx e R .
Subiectul Il
001 01 0Y(O 00O 1 00
l.a) £2=[0 0 0 LA =0;. b 4-4=|0 0 1{-[1 0 0{=|0 1 0] si rang 44" =2,
000 000/l0 10 000
¢) Daci existd Be M, (©) cu B* = A, atunci AB = BA, deoarece AB=B*. B=B*= B - B? = BA. Notind
ab c Xy z 0 a b
B=|x y z|,avem AB=|u v 1t , BA=|0 x Y|pdecix=u=v=0,a=y=(b=z>
u vt 000 0 u v
a b c 0 0 »*
B=|0 a b .AvemdetA=0:detB2=O::>detB=0:a=0.Ob;inemBz= 00 0]=4.
0 0 a 00 0

2.9) Suma coeficientilor polinomului este 1) = (1~2)"°—-1-2=_2,

b) Polinomul are gradul 100, iar coeficientul lui X* este 0, deci suma ridicinilor este 0.

) f=(+X)"-X-2=g"+Clg°X +..+ CogX’+X"° -X-2= g (& +C.g* X +..+ ChX’ +1)
deci g | f.

Subiectul Il}

1-@) lim f(x) = lim % = im L = 0. X_| - L 0
—w X® @ 2w gF f'(x) ++++4+ 0 —— e

b) AVem ’ = F — o = - X 1
S'()=e*-xe (1-x)e™ . Derivata se anu.leazé )| 2 _i_ N 0

r?
g in x = 1; din tabelul de variaie alaturat, rezulti cerina.

¢) Prin inductie, cum f'(x)=(-1)'(x-De™ §i f D) =(fP) = D) e —(-)"(x-n)e* =

= (=)™ (x — (n+1)) e, rezulta concluzia.

X ! 2 3x .9
A SRR [F S R dx=(£‘—-—+-1n(2x+3))
2.4 Iz_sz+3dx'!(2 4+4(2x+3)) 4 a3

e@x+d) |1
2x+3 n+ll|, n+l

n+l

n
x x
oarece 0 < x < 1, avem 0<% <
¢ De : ’ 2x+3 mx+3

=_l+2ln§.
, 2 8 3

b 2, +31,= ]

=0<]

v SI,. Atunci 51,221, +3I,25I,,,

L Snlnsl:> limn1”=%.

1
2 >5I .
Rt = oy 5w

n+l

Testul 32

Subiectul |
2 __2 —\/5 .2, Avemf(x)=y<:>x2—x—6=O,deundex=~2 $i x = 3. Punctele sunt

sl pg

A(-2,-2)5i B3, 3). 3. log,3 =% : log, 2 =% = x2=2= x=4, 4, Sumaeste (1 + 1)) =2, sau

. -1_x-1 :
C% +Cl +...+ Cg =2 5, Ecuatia dreptei BC este —‘;,—_—=£_—l<:>x—l=2(y—l)©x—2y+l—0.

—
w

o o h-2.041_ 2 , ( +1)=cos(£_(x+£))=
Iniltimea din 4 are lungimea ——lJT—Z——— 5 6. Cum sin| x 4 5 7

=cos| Z~x |, rezults sin(x+zr—)cos(zr-—x)= =sin2(x+£)20,VxeR.
4 ’ 4 4 4

Subiectul ll
6x 6y+4x

i =& ¢ ] = XA
1,a)F1eX—-(0 x),x,ye]R.AvemAX (0 Bx J

36 48 72 48 36 0 ) _(0 9 _,.
b) A2=(0 36),12/4:(0 72),3612=(0 3 =4 -124+36L=| |=0:

A (x
c)AvemBeM,deoareceAB=(82+B)B=B3+Bz=B(B+Bz)=BA,dec13x,yeR,B—(o .

x* 2xy), Bz-i-B:[xz"'x 2xy+y)’ adica £ + x = 6, 22y +

2_
Rezultd B-(O P 0 X+x

2 4/5 4 . -3 —4/5)
i =—3, = eme— lB= .
0 2)’ap°'x Y=g [o 3
2. a9 Fiex, ye M= 3p, q €Q cux=cospn+isinpn,y:cosqn+isinq1t=>xy=
=cos(p+q)n+isin(p+q)1r.Cump+qeQ,rezultixyeM.
b) inmul;irea este asociativi, elementul neutru este 1 =cos0-n+isin0 - n e M

+y=4,Obtinemx=2, y=% si B=(

entru ci 0 € Q), iar

P P tru ca
inversul elementului x € M este x™ =% =cospr—isinpr= cos(—p)x+isin(-p)x € M (pen

w
reg
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p € Q). De aici rezulta cerinta.
¢) Fie p. ¢ € Q. Avem de demonstrat ci Ap + q) = Ap) - L), ceea ce revine la identitateg
cos(p + g)m + i sin(p + g)n = (cos pr + i sinpr)(cos gn + i sing).

Subiectul I

1. @) Evident x, =§24§ Xy = (X, =4 +424,VYn2 1, decix, 24, Vn2 1.

b) Xnsi X, = 3 —an +20 _x:—l +8xn—l -20= (xn —xn—l)(xn + xn—) _8) s n > 2. Cllm

X, + X, — 8 2 0, rezultd ci x,.; — x, are acelasi semn cu x, — Xn1 , deci, inductiv, cu X3 — x
E) - X).

2
Cum x2=4+(%) =4+%<%=x, rezultd x, —x, <0, Va> 1.

¢) Conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent. Notim /=Ilima .
. n

nox

Trecand la limity
obtinem 2~ 9/+20=0=>/=4saul=5. fnsa anxl=% :15%:1:4.

2. a) Derivata primitivei este f> 0, deci primitiva este strict crescatoare, de unde rezultd injectivitatea

b) Cu schimbarea de variabila 7 = sinx, d¢ = cosx dx avem f’z COSX_ gy — arceg (sinx)|' _x
1+sin’x 0Ty
sa2 2 2
¢ Avem sin’x=—_Sx _ _ t&8x .. _ I+tgx .
sin'x+cos’x l+tgix’ 6 1+21tg’x - Atune
/4 (tgx 1 dt 1
S(x)de= dx= = =—arctg(t2 —=-arctg /2 .
J: ftg +1 2‘[: 12 ( ) J_ g2
2 T3
Testul 33
Subiectul |
~6+8+9 _23_, 1 11
Lox=20 _E_1+E:>{x} TR Avemx® +x—12 = (x - 3)(x +4) > 0, deci x € (-4, 3).

3. Fiey € [3, 4]. Ecuatia fix) = y se scrie x = 5 — y si are solutie unicd in intervalul [1, 2], de unde
rezulti cerinta.

k

a, T;*,=C;(xm)9_k-(l)
k

5. Avem 34B=2AC+AD = 2(AB-AC)=AD-AB = 2CBE=BD = B, C, D coliniare.

22 42

02 2 . 8 . . ¥
6. sina+cos‘a=1= sm2a=§::.~s1na=—3 = sin2a =2sina cosa—-——

9-3k

—* 2
=C; x

CANCi 9-3k=0=2k=3>T,=C} =

987 _ga.
3

, deoarece sina > 0.

Subiectul Il
1 2 1

1.9 A={a 1 -2|=5q+4.
-1 3 1

b) Avem1-1=0,a+2=1,-1-1=b,decia=-1,b=-2.

¢) Daci A # 0, sistemul este compatibil determinat, deci este necesar a=-—i. Cum minorul
5

_2 1
1 -2

|= 3 este nenul, rangul matricei sistemului este 2. Impunem ca minorul caracteristic sa fie

e s 3

Tty

nul:

1+ 2a i
2. @) FieX YeM= existd a, b € (-1, o) astfel incat X=( : la J, Y:( +2b b ]
) -a

b) Notind U(a) =(

este asociativi, are elementul neutru I, =U(0) e M (pentru cd 0 > —1), iar inversa matricei I{(a) este

2 1|=4b+3+2-b=3p+5= b=-—§—.

3 1

> - O

-2a -2b

1-5
a+b+ab

_ 1+2(a+b+ab)
B 1-2(a+b+ab)

]eM,deoareceab+a+b=(a+1)(b+ -1 e (-1, o).
~2(a+b+ab)

1+220 . 4 ), am aratat cd U(a) - U(b) = Ula + b + ab), Va, b > -1. inmultirea
-2a l-a

U (__a_) € M , deoarece = a 5oy,
1+a l+a
¢) Observim fla) = U(a — 1). Functia este inversabild, deoarece U(x) = U(y) < x =y si
ae (0, ) < a-1 e (-1, ©). Functia f este morfism, deoarece flab) = U(ab - 1) si fa) Ab) =
=Ua-DUGB-)=Wa-1+b-1+(@-1)(b~- 1)) = U(ab - 1).

Subiectul Il

, 2x(x+1) - (x? -2)_x 242x42 VxeR.

Lo SOy )

b) lim f(x)=o0, lim .2 1 si im(f(x)-x)= lim——_2 —lx =-1, deci y = x — 1 este asimptota oblica
X—p@ —»o x X—»® X—®o x+

spre +oo, lim f (x)= o Q= , deci x =—1 este asimptota verticala. Functia este continu, deci nu mai
+0

admite alte asimptote verticale.
c) Cerm;a revine la rezolvarea ecuatiei f'(x) = 2, x € (-1, ©). Avem &+

oxr+2x=0=>x=0.
12
2. a) A+B=L' dx=7/2.

-
(-
_J:’ 2 dt
?sin (%—1)+cos (1—1)

w+2=20+4x+2

b) Cu schimbarea de variabild t=%—x avem df = —dx si

_ E’Z cost. dt=B
cos? +sint
2
¢) Din punctele anterioare rezulti 4 = 1/4.

Testul 34

Subiectul |
1. @) Avem 2% =(2°)* =
A0 =2 b=2fd)=4a+b=—4=>da=—6=> a——% Atunci f(x)= —5x+2 si f(1)=—

3*=4,deciab=2.2, Cautama, b € R astfelcéj(x):ax+bxeR Avem

3, x+Z= arctgl+kn,keZ =>x=kn, keZ. 4. Sunt 9 elemente in produsul cartezian. Verifica

i 1 : :
perechile (2, 3) si (3, 2). Probabilitatea este 2/9. 5. Panta dreptei date este = Panta perpendiculares



este 3 si ecuaia este y = 3x, 6. cosA=AB + AC*—BC? _25+64-49 |

24B-4AC _ 2-58 2

Subiectul I :
1.a) detC=1, C"=C‘=(23 _21) )] AC=(3 3) cp-[14-a 8-
3.2)"7 (21-18 12-

¢) Pentrun = 1 5i din AC = CB obfinem B = C'AC. Atunci B" = (C"4Cy" = ¢ |
= =cluYc c

C'44 ... AC=C'A"C, Vn2 1.
2.a)P=X2(X2+3X+3)+X2+aX+b=(X2+1)f+(a_3)X+b_3 decia=be3
s a=0=3,

H 1 - x) At (- x)? =

=306+t %)’ 805X, +.t x,x,) = 3(=3)? 8.4 = _5

¢) Daci toate ridicinile ar fi reale, atunci G +x)+ 4 (63— x4)* 2 0, contradicti
20, ictie.

Subiectul Il
1.a)f'(x) =€+ 1> 0, deci feste strict crescitoare.

5
10

, deci 4 = 60°,

=AC.

AC ... CUC=

2 2 2
300 433+ + X)) = 20x,x, +..+ x,x,)

b) A cm = it i =5
m f(x) ’ llm f(x) . Dm contlnultatea ﬁ.ln rl 1 f rezulti ﬂ R ) R d f esti
Vv l [ o] —0 Cl1€. , aeci Ste

surjectiva,
) Di .
) Din punctul @) rezults bijectivitatea functiei £, deci f este inversabils. Avem (fy

de unde, pentru ci f{0) = 2 deducem (/- Y@ =<1l_-1
fo 2’

2.9 [-_1 BT v

l: ‘/l—_?dx arcsmxlo =%_

b) Notind 1=1-x2, df=—2x dx. hi_2_ 1 lo !
, avem £x l—xz =—-2— J;d[:—; f[“zdjz—tzz’

L]

Testul 35
Subiectul |

loa = =
a; 8,010—7l=>s|o= -10=79.5=395,

8+71
2

2. flx) =
) g(x)c>3x2—4x+7=O.CumA=16—4-3-7<0,ecuatianuaresolu;ii

. 58 18 3
. 21
Avem (7 —T=21;n2—-4n—21=0,neN =>n=17

Obtinem x {_5_”
| € 6+2k7r|keZ}u{l+2k_"'|keZ}_

— e

concluzia,

6. iﬂﬁ]ﬁlll i V16 -9 = \/ 7 =37 =7 r=
ea din A este egalé cu V16-9 N deci S 3 Cump {71
. » FCZU
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() - f'(x) = 1,

1
3

8
P

¢) Subgraficul este un sfert di i
n cercul unitate: y=v1-x* = ,?
=1-2=2+)*= 1. Ariaeste %
=1 este —.
4

3. cos(x—_)—cos(Z +—) ——=2x+—+ ——2 =- "‘3
Z = x o x =2 2 L z 4
2 L L kz,keZ sau x 2x 2%rn,keZ.

5. Punctul O este mi; i
mijlocul diagonalelor AC si i
§i BD, deci OA+0OC =0B +0,
= D =0, de unde rezulta

=l

7

Subiectul Il
Tl.a)A=-3m+12.
1 1 -2 0

atunci a| 2 |+b|-1]|+[-1|={0 ,decial

b) Daca punctul P(a, b) apartine tuturor celor 3 drepte,
-3 m -1 0

treia coloana din A este combinatie liniara a primelor doud. Rezuitd A =0, deci m=4.
1 1

¢) Daci dreptele nu sunt concurente, avem A # 0, decarecerang | 2 —1|=2. Sistemul este omogen,
-3 m

compatibil determinat, cu unica solutie (0, 0, 0).
a+bh\2 b

a—b«/i] si Y=[

JeM,deoarecea+c,b+deQ.

c+d2 d ]

2.FieX Ye M=3a, b c,deQ astfel ca X=[
0 0 c—-d\2

o K47 = at+c+(b+dn2 b+d
0 a+c—(b+d)~/§

5 ac+2bd +(ad + b2 ab +bc
0 ac +2bd - (ad + bcN2
celor este operatie asociativa si comutativa, admite elementul neutru O, € M (pent

—a-b\2 b
a=b=0e€Q)si -X=
0 ~a+bJ2
distributiva faa de adunare, cu elementul neutru I, € M (pentru a
cele dous operatii, rezulti cerinfa.

}EM, pentru cd ac +2bd, ad+bc € Q.

¢) Adunarea matri
}e M . Inmultirea matricelor este operatie asociativ

=1, b = 0). Cum M este inchisa

Subiectul lll

1.09) fi(x)=d"lna-1, vxeR = fi(0)=a-1.

b) Pentru a > 1, deoarece limgi =w, rezulta lim(@*—x-1)=limx (Ex__]_%) =
X0 X Py X0

(-‘i—l——l-)m:o, deci graficul nu are asimptote la +oo. Pentru a € (0, 1), av

lim I_(x_) =lim
x x

X x X
lim(f(x)+x+1)=1lim a* =0, deciy =
¢) Deoarece f,(x) = f,(0) = 0, Vx € R, x = 0 este pun
f0)=0 >lx=1>a=e.

Noti. Aveme 2x+1,VxeR.

2.a) 1= Esin% dx = —2cos%

=25
[}
bI,,-1,= fsin"%(sini—l)dxso,deoarece sin%zo,Vx e [0, 7] si sin%-ls"-

¢) Avem sin” %50, Vx e [0, 7] = I, 2 0. Fiind descrescator si marginit inferior, sirul este ¢

—x — 1 este asimptotd spre +oo. Rezultaa € (0, 1).

ct de minim. Din teorema lui Fermat rez

onverge



Testul 36

Subiectul |

1.B={1,2,3,4,6,12} > A-B={5}. 2. Ecuafia fix) = x se scrie |x—2|=x-4. Daci x > 2,

ecuatia devine x — 2 = x — 4, 5i nu are solutii. Daci x < 2, ecuatia devine 2 —x =x — 4 = x = 3. Punctul

este A(3, 3). 3. Avem 3" =3.9" = 3" 4+ 9" =4.9* Ecuatia se scrie 4 - 9 =36 <> 9 =9, deci x =

1.

4. Deoarece Cly —Cy =Cy™', egalitatease scrie ;™' =C] =>n-1=Tsaun-1=2=>n=8saun=3.

5. P“nclml 0(0, ?) apartine dreptei d). Distanta dintre drepte este distanta de la0 lady: x -y + 1 =0,
- 0-0+1] _

'y
JE+C)? V2

6. BC' = AB? 4 AC—24B- AC-cos A =19 => BC =19 = 2R=-BC  p - 319 _ 57
sin 4 3 3

Subiectul Il

2 283 -8 0
1o 4= ; A= =-81,.
? [2J§ —2] (0 —8) *

b) Deoarece A%=64 L, avem 4° é A =1, , deci inversa matricei A este é A.

¢) Avem detX’ = det4 = 4, deci detX = +2. Dac3 detX = 2, atunci X> — (Tr X) - X+ 2 , = 0,. Cum X* = 4,

3 3
B -\3/_} = (TrX)*=6 = ttX= +/6 deunde X=:t—1—(‘/g _1]

V21 3)
. -1 -3
Daci detX =-2, atunci (TrX) - X=X2-2 1, =L/§ . J = (Tr X)* =2, ecuatie fird solutiiin R .

rezults (TrX)X = X? -2, =[

2.a) x1x; + X3x3 + x3%; = 3.

b) Daci + xj, x,, x3, atunci 2x; =x; +x3 = 3x; =x) + X3+ x3= 6 = x, = 2. Atunci A2) = 0, deci 8 — 24
+6+tm=0=>m=10.

o Avem x; = xiq, x3 = xig". Din 6 = xi(l + ¢ + @), 3=x}gll+q+¢"), remlth xg=-. =

Ny

1 .
= x2=E.Atunc1 f(%)=0,deci %—%+-§—+m=0 = m=—%.

Subiectul Iil

Lo f/D)=1+ l >0, Vx >0, deci feste strict crescitoare.

bHA)=1>0, f ( ) = —1<0. Din continuitatea functiei frezulti cerinta.

) SO+ +...+ f(n)= n(n+1) +In n!. Avem limn—(;t—l) 2 inl<n = ogl_nl<ﬂ $i, cum
n—»0 n n n
Inn
11-13,7 =0, rezulti '1'1_1;1; h:l" =0 . Limita este egali cu % . (Alternativ, folosi{i lema Stolz-Cesaro).

1

2.9 fx)=1_ InGe® |‘_l
. SInGe? +1) = S(5in2-n17).

B Notind 1=, dt=2x dr, avem ['x /(%) dr=— [/ &t = 2s5In2-m17).

= e g———. E——_ W - 7

o[ f(t)dt:lntﬂ'—%ln(tz+l)|:=lnx—%ln(xz+1)+—l‘l22=%ln 4102 geci lim ff(t)dt=72.

x*+1 2
Testul 37
Subiectul
1. zz—%-z {— = 2+—\£—ii; E=—;——-‘/2§t = z?+Z=0eR. 2.Este necesar si suficient ca

ASO<:>1—4mSO@me[i—,oo). 3.Fie y € [1, ). ecuatia f{x) = y are solutia x=4/y-1eR, deci

fe surjectivl’i 4.T,.,= C,"oos/gk e Q & ke par, decik € {0, 2,...,, 100}. Sunt 51 de termeni.
L+l =244 o3 a+b=10.
2 2

5.4=——=b=17,

1 1 2
___+__ —
”) tgx+tg7r/6 NE) \/5 NE) =y

6) 1- tgxtglr/6 1 -2_
3

6. tg (x+ 1
3
Subiectul ll
11 2 1 1
1 1|=>det(4-30)={1 -2 1 |=0.
11 1 1 =2
3n—l +l 3n-l 3n—l
BA=34>4"=3"4> L+4"=| 3 341 3
3n—l 3n—l 3n—l +1
3n—l+l 3n-l 3n—l l 0 3n-l
G +D| 37 341 3 =@"+D[0 1 37 [=3"+1=3"+1=82 =n=4.
1 1 1 00 1

tl.a) A=

b

det(l; + A4") =

¢) Cautim x € R astfel incat (I, + A)(I, +x4) =1, & L+ A+ xA+ x4’ =1, & A+xA+3x4=0; , de

__1—-(1,+A)‘.

unde (4x+)A4=0=>x= 1 . Inversa este I, - ——A Alternativ, (I; + A=
4 4 det(l, + A)

, care verificd -5b = -1, a+4b=§ si

2.a) Avem a — 4b =0, 5b = 1 = b= 5

,a=

Wi

1
5
& + 9% = 1, deci matricea apartine lui G.

a-4b  5b
B FieX YeG=3a b c deR astfel incat & + 94 = + 9 = 1si X=[ )

c—4d 5d ac ~9bd - 4(ad + bc)
Y= .Avem XY =
-5d c+4d —5(ad + bc)

(ac— 9bd)* + 9(ad +bc) =(a* + 92)(c* + 9d%) =1.

5(ad + bc)

e G , deoarece
ac —-9bd +4(ad + bc)]

¢) inmultirea este bine definita pe G, este asociativi, are elementul neutru I; & G (pentru a = 1, 5=0),
.. . 4 1 a+4b -5b a+4b =5b
iar inversul elementului Xeste X~ =— 3 = eG

a +9 5b a-4b 5b a-4b

-5b a+4b)’

m MATEMATICA - M1

w
n
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X
NPT

1.9 f'(0)=1 X =\/xz+l+x
il @) +\/x2+1 Vx? +1
5 f'(x)——fﬂ:» 1=

x*+1

=ONE +1-x f() = f(x)--

©) lim f(x)=co

hmf() lim

o x4 l+x

2.9) f(x)=

8) Notam = Inx, d =L dx . Atunci Ide=£f(t)dt=21n2-ln3.
pd X

(x+l)(x+2) x+1

x-—Ho

1

x+vxt+1 f®)’

S®

>0, deoarece \/x2+l>\/x—z=|x|2_x'
7 -

2 +1

< P+ ()=

» de unde rezulti cerinta.

[l+1, J hm(f(x) 2x)—11m(\/x +1-x)=

x+2

=0, deci y = 2x este asimptota graficului spre +co.

= [/ dr= (G +D-In(x+2) [} = 2 12— 1n3.

<) Conform teoremei de medie, exista c, € [1, n + 1] astfel ca f = S dx=f(c,).

Dinn<c,<n+lrezulti 1s2<y4+1 »deunde lime, = i lim& <y,
n

Testul 38
Subiectul |

n

n—®o nox pn

c2

i
hmn f(c)—hm— —————=1-1=1.
"-'mc c +3c,+2

1. |AuB|+|AnB|=|A|+|B|:>]AnB|=4

2, xy=—1=—§,decia=2;

Ca urmare,

Yv=l-a+b=b-1=b=2. Atunci2a+b=6.

3. lgzxz—l:>lgz2 =+1. Rezultd x* = 10 sau x? _-6 , de unde xe{—\/_\/_ 1 1

Vio" Vio

4. Sunt C; functii strict crescatoare $i C; functii strict descrescitoare. In total 2 Ci=10.
5. Dreptele d, si d, se intersecteazi in punctul (-1, -1). Atunci-1-a+1=0=g=0.

6. C=180°-30°— 75° = 75°% si smC=sin75°=M:R
4

Subiectul 11

53
1.a) XA:(1 1):BX - b) Demonstrim prin inductie dupi n. Evident, B'=(] 2'1]. Din
0 1

Bn+l=Bn_B=[

1
0

2n
1

J

1 2
01

M

1 2(n+1)

0

1

_2sinC

) ,»n € N*, rezulti cerinta.

=2(V6-2)

=}

©) Avem 4 = X'BX = 4'® = (X"'BX)...(X 'BX)=X"'B'X . Din detX = 2 5i X =( 1 3
‘——q———a -

e 100 ori
1

i L1 ) g gwodf 1 ST)1 2003 1) 1202 200
obfinem X~'=o-| _ |, deci “a2l-1 3o 1 1 1) 2(-203 —201)°
2.0 f=QX-D-(X*-X-1)+4;catul este X*—X -1, iar restul 4.

b) Din f = 2(X - x)(X — XX — x3) deducem f{1) = 2(1 — x;)(1 — x;)(1 — x3). Pe de alti parte
Al)=2-3—-1+5=3, deci (1 -x)(1 —x)(1 -x3) =%.

S 1 1 1 15 1 1 1 _fM_6-6-1__1
¢Din f X- x,-"X—xz"»X—Jc3 rezu x—x,+x—x2+x x, f@O 3 3°
Sul;iedul ]

1. a) f'(x)=1+cosx20, Vx € R. Deoarece multimea zerourilor functiei /' este formati doar din

puncte izolate: f'(x) =0 <> x=(2k + )z, k € Z , rezulti ca functia feste strict crescitoare.
b) Avem x-1< f(x)<x+1,VxeR, de unde rezulti ci HTW =310 . Functia este continui, deci

S(R) =R, adici feste surjectiva.

¢) Cum X=2 f (x) el , Vx> 0, rezultd limM =1. Functia g(x) = Ax) — x = sinx nu are limiti
x e x

la 4o, deoarece x, = nn —— ®, gx,) = 0 —> 0 i y,,=§+mr—T>oo, g(y,,)=1—"—)l.

Rezultd ci f nu are asimptote citre +wo. Analog, se arati ci f nu are asimptote citre —o. Din
continuitate rezultd ci fnu are asimptote verticale.

2.9 15,=[" Ss‘“mz"dx 2 [ cosxdr=2sinx|]

1/2

b) Cum sin(n+2)x —sinnx = 2sin 2% > cos?'"2+2x rezultd [, ,~1, =2 [lz cos(n+1)xdx =

2 sin("+l)”.

2 . x/2
=——sin(n+1 = =
Gt Dy

n+l

¢) Daci n e impar, atunci — > ——e€eZ si sin

(n +21)” =0.Deducemct [, =L, =..=1,, = flzdx =

NN

Testul 39

Subiectul |

1. De exemplu x=—J2 +1, deoarece s/-2-+x=leQ *

2. Functia f este crescitoare pe intervalul [x,, = —%, + oo) . Trebuie ca —% <2,decim=-8.
3. % = arcsin—‘/zi . Functia arcsin : [-1, 1] 5 R este crescitoare, deci x € [4-1, %] .
4, 5! =1205i 6! = 720; rezulti n € {1, 2,3, 4, 5}.

5. Mijlocul segmentului BC este M (3—21,%4) =M (1,%) . Mediana din A are lungimea

AM=J(1-1)1+(2_%)2 =%.




3z : . A ;
6. Avem 72‘<4<7, deci punctul de coordonata 4 pe cercul trigonometric este situat in al treilea

cadran. Rezulta sin4 < 0.

Subiectul 1l
1
1. a) detd = 051(0 =1#0, deci rang4 = 2.
2 0 2 4 0 4
b) £=[0 1 0[; £=[0 1 0|.DinA’=ud’+vd obtinem4=2u+v,1 =u+v,deunde u=3,
2 0 2 4 0 4
v=
1 0 -1
¢ X=4"=| 0 0 0 |,ciciadjuncta matricei 4 verifici relatia A-4"=A4"-A=(det4)-1,=0,.
-1 0 1

2. @) X - 1divide f & f(1) = 0. Deoarece f{1) = 4 + m obtinem m = 4.

) Cum 1 este radicina, avem f= (X -1)(X> - 5X + 4). Obtinemx; =x;=1,x;=4.

¢) Daci r este radicina dubld, atunci Ar) = f'(#) = 0. Din f'(r) = 37 - 12r + 9 = 3(r— 1)(r—-3) se
obtine r = 1, pentru care m = —4, sau r = 3, pentru care din f{3) = 0, rezultd m = 0. Asadar, m € {0, -
4}.

Subiectul lll
1
1. a) 1lrrll / (“‘2 lf O hnx” } +0, deci fnu este derivabili (la dreapta) in x = 1.
X — X x —_—

x>1

i L =D _ L [a1)

=l x—(=1) =1\ (x +1)°

=+, deci fnu este derivabild inx = —1.

2
b fix)= 3x —%x—l __(x-DBx+D) 3x+1
Y-+’ 3Yx-D'x+)? 3Yx-DE+1)?
¢) Derivata se anuleaza in x = —1/3 si are semnul trinomului 3x® — 2x— 1 = (x — 1)(3x + 1). Dupi cum

se vede si din tabloul de variatie, punctul x = 1/3 este punct de maxim local, iar x = 1 este punct de
minim local, deoarece feste continui.

VxeR -{-1,1}.

1
x |- -1 3 1 +00
SEOPF+++ | +++ 0 ——— [ ++++

@] A o/@\o/

2.0 I3,3)=| (-0 dx=[G?-22+xY) dx= 1.2,1_1
‘[: ) ‘c( ) 3 4 5 30
b) Cu substitutia ¢=1-x, avem I(p, q)=—jo A= de= = r -0 dt=1(q, p).

1
- [ Zg-va-nr2na=
p

0

© Integrind prin parfi, avem I (p,q)= i'(l -x)
p

= q—l - -
0+7£ *A-x)"2dx= q—ll(p+l,q—l),deunde rezultd cerinta.
p
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Testul 40

Subiectul |

1. Intersectia este vida daci si numai daci a + 1 <0 saua2 1. Rezultd g € (-1, 1).

2. Cautim g, b, ce R, a# 0, astfel incat flx) =ax’ + bx + ¢, xe R .

Avem fl0)=c=>c =0, j(l) atb+c>a+b=15iflx)=4a+2b+c=2a+b=4 Obfinema=3,
b=-2,c=0si Ax)=3"-2r,xeR.

3. Avem 2 sinx cosx = 2c0s’x <> cosx = 0 sau sinx = cosx <> cosx = 0 sau tgx = |

= xe{%+k7r| k€Z}U{§+k7[| keZ}.
k
4. T, =Ci(x)** (l) =Ct-x'"*  Din 18 — 4k =2 rezulta k = 4; coeficientul lui x* este C; =15
x

5. AB=2 +2j, AB=2J2; AC=-2i+3], AC=13. Avem AB-AC=-4+6=2; pe de alta
1

E )

6. Avem %<2<7r<4<37”,deci0052<O,cos4<0$icos2-cos4>0.

parte, AB-AC =22 -J13 -cos BAC . Rezultd cos BAC =

Subiectul Il
-1 0 1 1 0 -1
1. @) Avemdetd=-1, A£"=| 0 0 -1|,deci 4'=[0 0 1
0 -1 0 01 0
b) Pentru n = 2, egalitatea este evidentd. Pentru n» = 3, ardtim ci A -—A=4-1 Intr-adevir,
111 1 21
A=|01 0|, ££=|0 0 1| si £ -~ 4> -4+ L = 0;. Daca pentru un n > 2 avem
001 010

A" — A™? = 4% _ I, prin inmultire cu 4 rezultd 4™ — 4™ = 4> — A = A* — I, ceea ce probeaza cerinta.
) Avem A'® — AP =42 — I, A - A = A2 — I, ..., A — I = A* — I,. Adunand cele 50 de egalitati

1 50 50
obtinem A4'® — I = 50(4% — I5), de unde 4'® =504 -49L,=[0 1 0
0 0 1

. o a 3 ¢ 3d
2. FieX Ye M= 3a, b, ¢, d e Q astfel incit X = b , Y= d :
a c

a-c 3b-d)
b-d 3a-c¢)
ac+3bd 3(bc+ad)
( bc+ad  ac+3bd
¢) Din punctul a) rezulti c (M, + ) e subgrup al grupului aditiv M, (Q) . inmultirea este bine definitd
pe M, conform punctului 8). in plus, este asociativi, distributiva fati de adunare si admite elementul

1
neutru I, =[0

a) X—Y=[ JeM,deoarecea—c,b—deQ.

b XY= JEM,deoareceac+3bd,bc+adeQ.

0 L 4 1 a =3b
€ M, pentru a = 1, b = 0. Inversa matricei X este X~ =—; 5 care
1 a*-3b*\-b a

apartine lui M deoarece =b 7€ Q; a se tine cont ¢i a, b € Q implicd & - 34” # 0,

—at 208 ;
a* -3 a* -3
deoarece /3 ¢ Q. Cerinta este demonstrati.

35
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Subiectul Il

1.4 }i_{?o(dx‘—12x2+l—x2)=lim —12x +1 = lim X ==12_ 4.

x—»me4_12x2+l+x2_x—-no l—l—%-'i'%-f-% 2
V X x X

b)f'(x)= 4(x* — 6x), x € R . Din tabloul de variatie, —J6,0,/6 sunt punctele de extrem ale functiei f;

x |- /6 0 J6 4o
S @Of-——- 0 +++0-—- 0 ++++
N =35 A 1N -3 /2

o [1(X)=43x"-6)=12(x" -2)=12(x —J2)(x ++/2) . Derivata a doua se anuleazi in —/2 si V2si
schimbi semnul in jurul acestor puncte, deci sunt puncte de inflexiune ale functiei f.

e L@ _LO-70 _2-1_1
2.9 [ fos=D2| S22 0 20

b V=7r£f2(x)dx=7r£(x2+l)dx= . ("éu)

=4
e

¢) Aria este S=_r)f(x)dx=£x'f(x)dx=x-«/x+1l;-ﬁx. : ldx=ﬁ_-c’i;—+z;—l—ldx=
x°+ X+

=J5—S+1n(x+Jx2+1)| , deci S=%(\/E+In(1+\/5)).

1
0

B et
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